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e Die bekanntesten Beispiele fiir Viruserkrankungen sind: Grippe, Masern, Windpocken, Hepatitis, AIDS, H5N1 (Vogelgrippe).

e Viren sind infektiose Partikel, die keinen eigenen Stoftwechsel haben. Zur Reproduktion benotigen sie eine fremde Wirtszelle.

e Viren sind in der Lage, ihr genetisches Material iiber Generationen hinweg zu verandern. Daher ist es schwierig, Medikamente oder Impfungen zu entwickeln, die dauerhaft helfen.

e Viruserkrankungen sind ein bedrohliches Problem fiir die Gesellschaft. Besonders gefahrlich ist der HI-Virus, der AIDS (Acquired Immune Deficiency Syndrom) hervorruft.

—> Also sind Prognoserechnungen fiir die Ausbreitung von Viren sehr wichtig.

Definition — Differentialgleichung

Numerischer Losungsansatz

Sei v : I € R — R eine stetig differenzierbare Funktion und F : R? x I — R eine stetige
Funktion. Eine gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung ist eine Gleichung der Form

F(v'(t),v(t),t) = 0. (1)

Sie enthalt die Funktion v(t), deren erste Ableitung v'(¢) und das Argument von v.

Gesucht ist die Funktion v.

Eine Differentialgleichung beschreibt vor allem Zuwachs— und Zerfallsprozesse in den Naturwis-
senschaften. Zum Beispiel kann v(t) die Anzahl der Zellen eines Korpers sein, die zur Zeit ¢ mit
einem Virus infiziert sind.

Ein einfaches Beispiel einer Differentialgleichung ist

V() = f(1), (2)

wobei f : I — R eine stetige gegebene Funktion ist.
[nteressant ist die Frage, wie sich v(t) verhélt, wenn ¢ sich andert. Der Wert v(¢) hangt von der
Anfangsbedingung v(tg) = vy, tog <t € I, ab.

Die Veranderung von w(t) ist durch die erste
Ableitung v'(t) gegeben. Sie lasst sich als Stei-
gung der Tangente an v durch (¢,v(t)) inter-
pretieren:

pon .. v(t+h)—o(t)
U@)_%Eb (t+h) —t

— tim v(t+ h) — v(t).
h—0 h

(3)

t t+h

Dies ist der Grenzwert der Steigung der Sekanten

durch (¢,v(t)) und (¢t + h,v(t + h)) fiir h — 0.

Sekante durch (t,v(t)) und (t+h,v(t+h))
Tangente mit Steigung v'(t)

Einfaches Virusmodell

Ablauf einer Virusinfektion

e Finem gesunden Korper werden Viruspartikel hinzugetiigt.
e Die Viruspartikel infizieren gesunde Zellen.
e In der gesunden Zelle werden durch Manipulation der DNA neue Viruspartikel produziert.

e Die neuen Viruspartikel infizieren auch wieder gesunde Zellen. Und so setzt sich dieser Prozess
immer weiter fort.

e Wichtig ist hier die Reproduktionsrate Rg. Sie beschreibt die mittlere Anzahl der Infektio-
nen wahrend der Lebensdauer eines Viruspartikels. Ist By < 1, so verebbt die Infektion, da
das Viruspartikel nicht gentigend Nachkommen produzieren kann. Ist Ry > 1, so kommt es
wahrscheinlich zu einer Epidemie.

Einfaches Virusmodell

Die Modellierung der Ausbreitung des Virus’ erfolgt iiber gewohnliche Differentialgleichungen. Es
werden folgende Variablen eingefiihrt:

x(t)  Anzahl der gesunden Zellen zur Zeit ¢
y(t)  Anzahl der infizierten Zellen zur Zeit ¢
v(t)  Anzahl der freien Viruspartikel zur Zeit ¢

Zur Beschreibung der Dynamik werden auflerdem folgende Parameter benotigt:

Anzahl der gesunden Zellen zu Beginn der Infektion

Anzahl der infizierten Zellen zu Beginn der Infektion

Anzahl der freien Viruspartikel zu Beginn der Infektion
Rate, mit der gesunde Zellen vom Korper hergestellt werden
Rate, mit der freie Viruspartikel gesunde Zellen infizieren
Rate, mit der infizierte Zellen freie Viruspartikel produzieren
Sterberate der gesunden Zellen

Sterberate der infizierten Zellen

Sterberate der Viruspartikel

Anzahl der Tage, die betrachtet werden
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Dann kann man folgendes System gewohnlicher Differentialgleichungen aufstellen:

—d-x(t) = B-x(t) ()
~x(t) - u(t) —a-y(t)
cy(t) — - ().
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Die Funktion v(t) muss fiir den Rechner diskretisiert werden, d.h., die unendliche Menge an
Punkten des Intervalls I € R muss durch endlich viele Punkte ¢;, + = 0,..., N, approximiert
werden.

Dann wird v(t) nur an diesen ausgewéhlten Punkten t; :=tg+i-h, ¢ =0, ..., N, berechnet. Der
Parameter h heif3t Schrittweite.

Dazu wird die unbekannte Ableitung v’(¢) durch den Differenzenquotienten aus (3) angenahert.
Somit lautet eine Approximation an (2):

v(t+ h) —v(t)
h

= f(t). (4)
Daraus ergibt sich die folgende Iterationsvorschritt, das explizite Eulervertahren:
vit1 =0+ h f(t), i=0,..,N. (5)

Man erhalt so mit Hilfe der Tangente eine Approximation v; 1 des eigentlich gesuchten v(;41).
Allerdings ist das explizite Eulerverfahren fiir viele in der Praxis relevanten Differentialgleichungen
sehr instabil.

Fir diese Falle besser geeignet ist das implizite Eulervertahren mit der Iterationsvorschritt

Vi1 =0+ he ftip1), i=0,.., N, (6)

welches fur alle Schrittweiten h stabil ist.
Problem hierbei: Fiur komplizierte Differentialgleichungen kann das implizite Eulerverfahren sehr
aufwandig sein. Denn f(¢;,1) hingt meist noch von dem zu berechnenden v;,; ab. Hier muss
dann ein Gleichungssystem gelost werden.
Im Zusammenhang mit numerischen Vertfahren miissen noch folgende Begriffe diskutiert werden:

e Genauigkeit der Approximation
e Konvergenz der Iterationsverfahren
e Konvergenzgeschwindigkeit

e Konsistenz und numerische Stabilitat

Bedeutung der (Gleichungen

(7) Anderungsrate der gesunden Zellen: Es werden A neue gesunde Zellen vom Kérper hergestellt.
Die Anzahl der gesunden Zellen, die auf natiirliche Weise sterben, wird durch d - x(t)

beschrieben. Der Term 3 - x(t) - v(t) driickt die Anzahl der Zellen aus, die von den Virus-
partikeln angegriffen werden und zu infizierten Zellen werden.

(8) Anderungsrate der infizierten Zellen: Es kommen (- z(t) - v(t) neu infizierte Zellen hinzu. Und
a - y(t) infizierte Zellen sterben ab.

(9) Anderungsrate der Viruspartikel: Der Ausdruck k - y(t) beschreibt die Anzahl der von den
infizierten Zellen neu produzierten Viruspartikel. Und u - v(t) ist die Anzahl der Viruspartikel,
die auf nattirliche Weise sterben.

Losung mit dem Eulervertahren

Nun wird das implizite Eulerverfahren auf die Gleichungen (7), (8) und (9) des Virusmodells
angewendet. Man erhalt dann untenstehende Iterationsvorschrift. Nach der Implementierung in
ein Computerprogramm wird die rechts unten sichtbare Grafik erstellt.

Implizites Eulerverfahren mit Schrittweite h=0.01

10°

Tiy1 = Ti+th-A—=d -z — 0 2ip1 - Vi)
Yir1 = YiTh-(B T vig1 —a-yiq1) 10°
Vipi = Vit h-(k-yig—u-vip)

e % 10
Tit1 — (CCZ'—Fh')\)'(1—|—h'd—|—h'ﬁ"(}i+1)_1 %
Yire1 = (Wi+th-B-vig1-vi) - (1+h- a)_l iﬁ 10°
viet = (Oi+h-koyu) - (1+h-u)™

10°

x(t), Gesunde Zellen
— (1), Infizierte Zellen
v(t), Viruspartikel
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Bei der numerischen Berechnung wurden die Parameter folgendermafien gewahlt:

0=100 yg=0, vg=10, T =40, A=10°, 5 =2-10"", k=100, d=0.1, u="5, a = 0.5.

Interpretation

In der Grafik ist der Verlauf der einzelnen Zellpopulationen dargestellt. Es wird die Entwicklung
einer Virusinfektion iiber 40 Tage betrachtet. Die Anzahl der gesunden Zellen bleibt zunachst
konstant und sinkt nach ca. 7 Tagen erheblich. Sie pendelt sich dann auf einem niedrigeren
Niveau wieder ein. Die Anzahlen der infizierten Zellen und Viruspartikel steigen sehr schnell an
und erreichen ihr Maximum nach etwa 8 Tagen. Dann pendeln auch sie sich aut einem festen

Niveau ein. Also entwickeln alle Zellpopulationen dieses Modells einen Gleichgewichtszustand.
Schliefllich bleibt zu prifen, ob dieses Verhalten der Realitat entspricht.
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