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Vorwort

Innerhalb des Vorlesungszyklus ,Wissenschaftliches Rechnen wurden bisher folgende Themen
behandelt.

In Wissenschaftliches Rechnen I wurden iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssy-
steme, speziell das cg—Verfahren, behandelt. Aufserdem ging es um die Numerik gewohnlicher
Differentialgleichungen (ODEs).

In Wissenschaftliches Rechnen II war die Numerik partieller Differentialgleichungen (PDEs) das
zentrale Thema. Zunéchst wurden lineare PDEs 2. Ordnung klassifiziert in:

(A) zeitunabhingige/stationdre partielle Differentialgleichungen in Form elliptischer Randwert-
probleme: Standardbeispiel ist hier die Poissongleichung

—Au=f inQ

mit Dirichlet—Randdaten
u=ug auf 09,

wobei © C R eine offene und beschriinkte Menge sei.

(B) zeitabhingige partielle Differentialgleichungen in Form parabolischer Anfangs— oder Rand-
wertprobleme: Gleichungen dieser Art beschreiben typischerweise Diffusionsprozesse. Ein
wichtiges Beispiel ist der Warmeleitungsoperator

u—Au=f in Q x (0,7],

wobei ) wie oben gewahlt sei.

(C) zeitabhingige partielle Differentialgleichungen in Form hyperbolischer Erhaltungssdtze: Be-
kannte Beispiele sind hier die Wellengleichung und die Burgers—Gleichung.

Fiir die Numerik wird héufig (B) auf (A) zuriickgefiihrt, daher wurde in der restlichen Vorlesung
iiberwiegend die Problemklasse (A) behandelt.
Ein weiteres Thema waren Variationsansétze fiir lineare elliptische PDEs. Hierbei wurden schwa-
che Formulierungen und Sobolevrdume thematisiert. Dies fiihrte auf die lineare Operatorglei-
chung

Au =f, (%)

mit A € R™"™ u € R"” und f € R™.

Die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen partieller Differentialgleichungen wurde mit dem
Satz von Lax—Milgram geklart. Weiterhin wurden Finite-Elemente-Methoden vorgestellt, sowie
Approximationsséitze und Fehlerabschéatzungen der folgenden Form behandelt:

lu—unllgro) S Inf [Ju—onllgi) S bllullpeo)
v EVY

mit Diskretisierungsparameter h ~ 277 (z.B. Gitterweite). Daraus ergeben sich dann N ~ 274
Freiheitsgrade.
Anschlieftend wurden Differenzenverfahren diskutiert.

In dieser Vorlesung Wissenschaftliches Rechnen III werden wir Multiskalen— und Waveletme-
thoden fir elliptische PDEs kennenlernen. Leitthema hierbei ist die ,schnelle“ und ,effiziente*
numerische Losung fiir Systeme der Form (%).



Fiir Diskretisierungen auf uniformen Gittern werden Multigrid—, Multilevel- und Waveletmetho-
den zur schnellen Losung linearer Gleichungssysteme vorgestellt. Wir werden sehen, dass diese
als asymptotisch optimale Vorkonditionierer fiir die Matrix des Systems (%) interpretiert wer-
den konnen. Solche optimalen Vorkonditionierer zusammen mit einer Nested-Iteration-Strategie
von grob nach fein ermdglichen die Berechnung der Losung auf einem feinsten Gitter bis Dis-
kretisierungsfehlergenauigkeit (des feinsten Gitters) in asymptotisch optimaler Komplexitéat (des
feinsten Gitters), sieche Abschnitt 2.4.

Des weiteren werden adaptive Verfahren behandelt. Ziel hierbei ist es, ein Problem des Typs (A)
oder (B) mit minimal wenigen Freiheitsgraden zu 16sen. Insbesondere werden wir adaptive Finite
Elemente und adaptive Wavelets kennenlernen und uns mit der Konvergenztheorie beschéftigen.

Schlieflich werden Diskretisierungsverfahren fiir parabolische PDEs (Finite Differenzen; Semi-
diskretisierung im Ort mit Finiten Elementen) diskutiert.



1 Einleitung und Motivation

In diesem Kapitel geht es um schnelle Loser fiir elliptische PDEs auf uniformen Gittern mittels
Multiskalenanalyse.

1.1 Motivation

(a) Betrachten wir die Variationsformulierung eines linearen elliptischen Differentialoperators
A : H* — H¥ der Ordnung r # 0, wie wir sie schon aus der Vorlesung Wissenschaftliches
Rechnen II, Kapitel 2.3, kennen. Dieser liefert einen Isomorphismus

| A0l e ~ 0l Vo € HE.
Konkret sei das Problem
—Au4+u=f inQ
mit den homogene Randwerten
u=0 auf 00,

fiir @ C R? offen und beschrinkt, gegeben. Sei w € H'(Q). Dann ist fiir w € H' durch die
Bilinearform

a(v,w) = /Q(Vv o Vw + vw) dz =: (Av, w)

ein elliptischer Differentialoperator A : H*(Q) — (H(2))’ zweiter Ordnung gegeben.
(b) Eine weitere Moglichkeit besteht darin, den Operator Lu := —Au 4+ u, L : C¥ — C* zu
betrachten, der die Ordnung r = 2 hat, erinnere an Wissenschaftliches Rechnen II, Kapitel 3.

Im Fall (b) wird das Problem durch ein Differenzenverfahren diskretisiert. Fiir d = 2 ergibt sich
der Differenzenstern

1 -1
A~ —| -1 4 -1
2
h -1
Damit erhalten wir ein lineares Gleichungssystem fiir u = (..., u;,...)7, us ~ u(ih, kh), der
Form Au = f mit
T -1 4 -1
1| -7 . - —
A= — I , wobei T := 1
72 L L
: =T o =1
-1 T -1 4

Im Fall (a) approximiert man den Raum H'(f) fiir eine Diskretisierung mit stiickweise li-
nearen Finiten Elementen durch einen endlichdimensionalen Unterraum V;, C H'(f2). Es sei
Vi =span{p; | i=1,...,N}, N ~ 2% Dann fiihrt der Ansatz

N
u(z,y) = Z uipi(,y)
=1

zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten u; auf das lineare Gleichungssystem
Au="f
mit u = (ug,...,uy)” und A = a(pr, ©;), wobei die Basisfunktionen ¢; lokalen Triger haben.

A hat in beiden Féllen folgende strukturelle Eigenschaften:
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(i) Besonders fiir Raumdimensionen d > 2 liegen hochdimensionale Probleme vor, also A €
RYXN “wobei N die Anzahl der Unbekannten ist;

(ii) A ist diinnbesetzt (sparse), d.h. A hat O(N) Eintrége;
(iii) A ist hochstrukturiert;
(iv) A ist symmetrisch positiv definit.

Aus diesen Gegebenheiten bietet sich eine iterative Losung des Systems — vorzugsweise mit dem
cg—Verfahren — an. Dieses konvergiert in unserem Fall, da A symmetrisch positiv definit ist.
Allerdings ist die Konvergenz bedingt durch den Fehlerreduktionsfaktor

ka(A) —1

VE2(A) +1

langsam fiir Probleme mit grofer Konditionszahl r2(A) = || Al|,][A™"||,- In den beiden obigen
Diskretisierungen ist k2(A4) = O(h™") unabhingig von der Raumdimension d. Die Idee der
Vorkonditionierung besteht darin, anstelle der Basisiteration

u— (I—Au+f

die Iterationsvorschrift

u+— (I—CAu+Cf (1.1.1)

zu verwenden. Hierbei heiflt die Matrix C' Vorkonditionierer, falls
o C'~ A! so dass ka(CA) < ka(A) und
e ( schnell zu berechnen und anzuwenden ist.

Ist die Anzahl der Unbekannten N, so sollte eine ,schnelle’ Aufstellung und Anwendung von C
im optimalen Fall hochstens O(N) arithmetische Operationen benotigen. Fiir einen asymptotisch
besten oder optimalen Vorkonditionierer sollte

ro(CA) = O(1)

unabhéngig von der Diskretisierung (N, h) gelten.

In Wissenschaftliches Rechnen I wurde C dazu benutzt, um iiberhaupt Konvergenz des iterativen
Verfahrens fiir beliebiges A zu gewahrleisten.

Sei A =L+ D+ U eine Zerlegung von A in eine obere und untere Dreiecksmatrix, sowie eine
Diagonalmatrix.

Moégliche Wahlen von C":

e C' = D! (Jacobi- oder Gesamtschrittverfahren);
e C = (D+ L)™' (Gauk-Seidel- oder Einzelschrittverfahren).
Weitere Verfahren sind Relaxationsverfahren wie

e das SOR-Verfahren: man setzt mit 1 < w < 2 und C' = (D + L)™' die Linearkombination
DxM = y(—LxM! —UxF 4+ f) + (1 — w) Dx*

arll.



1.1 Motivation

e das SSORVerfahren: mit
x ¢— (D —wL) Y (wb 4+ wUx — (w — 1)Dx) (112)
x +— (D —wU) Y wb + wlx — (w — 1)Dx) o

ergibt sich
C:=(w2—-w) YD -wL)D YD —wU).

Diese Vorkonditionierer sind einfach, aber hdufig wirksam.

Wir betrachten noch die ILU-Vorkonditionierung (Incomplete LU Decomposition). Hier wird
durch eine unvollsténdige Cholesky—Zerlegung eine néherungsweise Inverse von A berechnet. Die
Idee hierbei ist, die Matrix L der CholsekyZerlegung A = LLT nur auf dem Besetzungsmuster
von A zu berechnen. Sei A die Matrix, die bei der Diskretisierung des Laplace—Operators mit
dem Standard-Fiinf-Punkte-Stern entsteht. Dann hat A die Form

* * *

*

Entsprechend wird dann L in der Form
*

*

* * *

berechnet. Dies ist aus heuristischer Sicht ,haufig glinstiger als SSOR—-Vorkonditionierung. Fiir
spezielle Operatoren der Ordnung 2 lisst sich eine leichte Verbesserung von ko(CA) ~ h~!
erreichen (Gustafsson 1978, Axelson und Barter 1984, Details siche [GL]). Dies bedeutet eine
Entkoppelung von Herkunft und Lésung von Matrizengleichungen. Ein verbesserter numerischer
Algorithmus entsteht allein aus der Struktur von A. Der Vorteil ist, dass insgesamt wenig Ma-
schinerie verwendet wird. Allerdings liegen wenig Beweise vor, da kein funktionalanalytischer
Hintergrund verwendbar ist.

Als Abbruchkriterium sind mdoglich:

|Aug — f]|z < C - 107 4(|f]| 2

oder
||U_k — uk_ngz <C- 1072

Ein weiterer Ansatz ist die Berechnung einer (W)SPAI ((Wavelet) Sparse Approximate Inverse).
Hierbei wird die FWT (Fast Wavelet Transformation) angewendet; die Matrix erhélt dann eine
sogenannte , Fingerbandstruktur® .
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e |

Abbildung 1: Fingerbandstruktur

Die Idee ist, A~! auf ein Nichtnullenmuster von A in Waveletdarstellung zu approximieren.
Aceblicherweise gibt es hierzu keine Beweise.

Eine weitere Idee sind H-Matrizen, welches approximierte LU-Zerlegungen sind (Hackbusch
1999, Bebendorf 2005, Borm, Grasedyck 2007 /2008).

Wir beschéftigen uns im néchsten Kapitel mit Multiskalenvorkonditionierern basierend auf
schneller Wavelet—Transformation.

1.2 Multiresolution von L,

Eine Multiresolution eines Hilbertraums H bietet den Rahmen zur Konstruktion von Wavelets.
Man wahle z.B. H = Ly(R) in [Mallat 1989| oder, im Hinblick auf Anwendungen auf partielle
Differentialgleichungen, spéter auch H = H'(Q) oder H = H~/2(0Q), @ C R%. Jetzt betrachten
wir zunichst H = L.

Hier wird der Rahmen so gesteckt, dass die Konstruktion auf beschrankte Gebiete anwendbar ist,
siehe dazu [CDP|. Der klassische Zugang findet auf R statt und benutzt die Fouriertransformation
als wesentliches Hilfsmittel.

In Wissenschaftliches Rechnen II war der wesentliche Parameter die uniforme Gitterweite h. Jetzt
haben wir es mit einer Hierarchie von Gittern mit unterschiedlichen A’s zu tun. Es ist gilinstiger,
h = h; durch 277 zu ersetzen, mit j > jo. Dabei ist jo € Z das grébste Verfeinerungslevel, d.h.
2770 entspricht der grobsten Diskretisierung. Die Wahl von jo hiingt von € ab.

Definition 1.2.1. Eine Multiresolution S = {S;};>j, von Lo besteht aus einer Folge abgeschlos-
sener Unterrdume S; von Lo mit

Sjo CSjo4+1 C...CS; C...C Loy,

wobei

o Lo

Us =r.

J=jo
Hierbei bezeichnet j das Auflosungslevel oder die Auflosungsstufe (level of resolution/refinement
level) und die Sj werden Ansatzraume (multiresolution spaces) genannt.
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Definition. Fiir jede endliche oder abzéhlbare Menge von Funktionen © bezeichne S(©) :=
span{®} = {f : f = > ,crckOk, mit ¢ € R}, wobei I eine endliche Indexmenge ist. Die
Ansatzrdume S; haben typischerweise die Form

S; == S(®;), (1.2.2)

wobei ®; := {¢;1 | k€ A;} eine Basis fiir S; ist. Auferdem ist A; eine endliche Indexmenge
und die Menge {®;};>;, ist gleichmdfig stabil (uniformly stable), d.h.

HCHZQ(AJ,) ~ HCT(I)J'HL2 fiir alle ¢ = {Ck}keAj € la(Aj) (1.2.3)

ist unabhéngig von j. Hierbei bedeutet cT<I>j = ZkeAj CLDj k-

Solche Basen fiir S; heifen Generatoren oder FEinzelskalenbasen (single scale basis), da sie nur
auf Level j leben.

Standardbeispiele fiir {¢;, | k€ Aj}:
e kardinale B—Splines auf uniformer Unterteilung von I C R
e Finite Elemente auf uniformer Triangulierung von  C R?

Es ist zu beachten, dass die Skalierung der Funktionen ¢; . so ist, dass

1D5klly, ~1 (1.2.4)

gilt, also unabhéngig von j ist. Dies folgt direkt aus (1.2.3) fiir ¢ = 05, wobei || ¢;xll,, =
([ 1650(@)I? dz)!/2 = [lo(y) | dy = 1.

Beispiel 1.2.5. Auf R werden alle ¢; () := 27/2¢(27z — k) durch Dilatation und Translation
einer Funktion ¢ erzeugt.

Sei ¢ etwa eine Hutfunktion mit supp ¢ = [0, 2], dann ist supp ¢ = [277k, 277 (k + 2)].
Allgemein gilt fiir ¢ mit supp ¢ C [¢1, la]:

Supp ¢j i = [2_j(k +01), 2_j(k + 09)].

Betrachte auf R die Funktion ¢, die implizit durch die Verfeinerungsgleichung (refinement rela-
tion)
= Zakgb@x —k), zeR, (1.2.6)

gegeben ist. Hierbei bezeichnet a := {ay, : k € Z} mit a; € R die Maske oder die Maskenkoeffi-
zienten fur ¢.
Man kann zeigen:

suppa = [{1,0s] < supp¢:={z € R:p(x)#0} C [l1,4], 0,0y € Z. (1.2.7)

Wir normieren die Maskenkoeffizienten so, dass

Y g =1=) ann = » ap=2, (1.2.8)

kEZ keZ keZ

bzw.
 pz—k)=1 VzeR, (1.2.8a)
keZ
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gilt.
Beachte, dass mit (1.2.7) folgt:

supp ¢ = [l1,02] = supp o = 277 (k + 1), 277 (k + £o)], J ke Z. (1.2.9)

Beispiel 1.2.10. Sei ¢ = N,, kardinaler B-Spline der Ordnung m € N. Wir definieren supp Ny
so, dass dieser bei 0 beginnt, d.h. supp N7 = [0, 1].
Wegen N, = Np,—1 * N1 (Faltung) folgt

supp N, = [0, m]. (1.2.11)

Dann gilt fir die Maskenkoeffizienten a fiir N,,,: suppa = [0,m], d.h. ay = 0 fiir £ < 0 und £ > m.
Fiir B-Splines gilt die Verfeinerungsgleichung

Nop () = 21— Em: ( 7}”’; > Nn(2z — k), z€R, (1.2.12)
k=0

m

dasheiﬁtak:21_m< 3 >, k=0,...,m.

Spezialfiille verschiedener Ordnungen m:

m Trager B-Spline Glattheit Maske

1 [0,1]  char. Funktionen Lo ap=a =1

2 [0,2]  Hutfunktionen co ap = ag = %,al =1

3 [0,3]  stiickw. quadr. Funktionen c! ap = az = %, al = as = %

4 [0,4]  stiickw. kubische Funktionen C? ag = a4 = %, a1 =agz = %, as = %
Algorithmus 1.2.13. Man berechne ¢ gegeben durch (1.2.6) mit Normierung (1.2.8) mit gege-

benem a auf 277k, j € No, k € Z. Dabei wird wie folgt vorgegangen:
1. Input: a mit (1.2.6) und suppa := [0, m].

2. Schreibe die Verfeinerungsgleichung als Eigenwertproblem durch Substitution r :=2x — k
wie folgt:

Gx) = a2z —k) <= ¢x) = aw B
k=0 r
Wihle x € Z und beachte ¢(0) = 0 = ¢(m). Damit folgt:
¢(1) = Z a27r¢(r)

¢(2) = Za4—r¢(74)

¢(m_1) = ZGQ(m—l)—r¢(T)

was dquivalent ist zu
b= Ad, (1.2.14)

wobei ® = (4(1),...,¢(m —1))T und A die Maskenkoeffizienten enthélt.
Es ist @ also ein Eigenvektor von A mit zugehorigem Eigenwert 1. Dieser ist zusammen
mit der Normierung (1.2.8) eindeutig bestimmt.
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3. Die Berechnung von ® ist eindeutig bestimmt, d.h. ¢ ist auf Z bekannt.

Wihle z € Z/2, also z = £,3,5 ..., und wende (1.2.6) an. Somit erhiilt man ¢ auf Z/2.

Wiéhle z € Z/4 und wende erneut (1.2.6) an.
Fahre so fort.

Damit ist ¢ auf 277k, j > 0, k € Z berechenbar.

Beispiel 1.2.15. [Ubungsaufgabe] Man berechne ¢ an dyadischen Stellen 277k, j > 0, k € Z
und plotte ¢ fiir

(a) ¢ = N, Maskenkoeffizienten aus (1.2.13).
(b) ¢ = Dy, mit Daubechies—Skalierungsfunktion

/¢(x)¢(x —k)dx = ok Lo—orthogonal
R

und supp Dy = [0,2N —1].

Zusammengefasst: auf R ist ¢ aus der Verfeinerungsgleichung (1.2.6) bekannt.
Auf einem abgeschlossenen Intervall I C R definiert man ¢;; wie oben. Am Rand miissen
allerdings Modifikationen vorgenommen werden, siehe [DKU’99].

Wesentlich ist im Folgenden, dass wir stets nur Generatorbasen betrachten, bei denen

diam(supp ¢; ) ~ 277 fiir alle k € A, (1.2.16)
ist. Wegen S; C Sjq1 und S; = S(®;) folgt, dass die ¢;, sich als
bjk(x) = Z My kQjr1,r(x) fiir alle k € A (1.2.17)
STAVER

schreiben lassen. Vergleiche dazu die Herleitung der m,. j aus der Verfeinerungsgleichung (1.2.6),
wonach sich die ¢;, darstellen lassen als

djp(z) =271/ Z ar—2m@j+1,r (),

d.h. m,j, = 2_1/2@_%, wobei die aj die Maskenkoeffizienten sind.
Eine Matrix—Vektor—Schreibweise von (1.2.17) ist die Verfeinerungsgleichung (scaling relation)

D = M0y, (1.2.18)

wobei Mjo € R#Aj+1)x#A5) ynd (Mjo)rk = my . Eine Menge von Funktionen, die einer
solchen Bedingung gentigen, heilt verfeinerbar (refinable).
Beispiel 1.2.19. (a) Sei ¢ = x[o,1)(«) B-Spline der Ordnung 1 (ag = a1 = 1). Dann ist

1
1
0

O = = O O

S ==

— J+1 w97
Mj,(] — 1/2 E R2 X 2

9

o = =
—_
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d.h. Abhéngigkeit der Matrix von j besteht nur in der Grofse.
(b) Sei ¢ = N3 die Hutfunktion. Dann gilt

1
2
1
11
2 2
1
_ 1
Mo =2 1/2 i
1
2
1
1
2
(c) Allgemein gilt
ao
ai
a9 agn
Gnp
Mo =272 n=1
an
ao
a
Qp

Im Folgenden bezeichne fiir lineare normierte Rdume X,Y

14
[X,Y]:= {E : X =Y | ¢ linear und beschrénkt, d.h. ||¢| := sup I £elly <C< oo}.
zeX ||‘T||X
(1.2.20)
Dann folgt aus der gleichméafigen Stabilitit in (1.2.3)
Mjo € [62(A), £2(Ag41)]  und [ Mjoll = OQ1) fir j = . (1.2.21)

Aus (1.2.16) folgt weiter, dass M; gleichméfig diinn besetzt ist, d.h. die Anzahl der Nichtnul-
leintréage ist in jeder Zeile und Spalte unabhéngig von j, ndmlich max supp a.
Da Uj S; dicht in Lo liegt, kann eine Basis fiir Lo aus Funktionen W; gebildet werden, die

irgendein Komplement zwischen zwei aufeinanderfolgenden Réumen S; und S;41 aufspannen.
D.h.

S(®j1) = S(@;) & S(Vy), (1.2.22)
wobei
U, :={Y;r | k€ V; endlich} (1.2.23)
und
Vi=A11\ A

Die U, heifien Wavelet-Funktionen oder Wavelets, falls zusétzlich gilt, dass {®;UV;} gleichméhig
stabil im Sinne von (1.2.3) ist. Aus (1.2.22) folgt S(¥;) C S(®;41), d.h. die ¥; erfiillen auch
eine Matrix—Vektor-Beziehung

Uy =MIN®;  mit My, € RFEADXEYS), (1.2.24)

10
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Auf R gilt 95 := 27/2(27 - —k) mit ¢(x) = 3 bpd(22 — k), wobei die by, in der Matrix M;;
stehen, also
(Mj1)ps = 2"2b, g k€ V), 1€ Aj 1.

Spezialfall sind die Daubechies—Lo—orthogonalen Wavelets mit kompaktem Trdger. Sei
a = (ag,...,asn_1) die Maske fiir ¢. Dann ist by := (—1)*a;_g. Damit kann ¢ auf dyadi-
schem Gitter bestimmt werden, indem ¥ (x) = >, bp¢(22 — k) eingesetzt wird.

Bemerkung. Die Wavelet—Verfeinerungskoeffizienten kénnen mit Hilfe der Matlab—Toolbox be-
stimmt werden. So gibt der Befehl dbauz(N, n) zum Beispiel die Koeffizienten der Daubechies—
Skalierungsfunktion zur Ordnung N und Normierung n aus. Allgemein erhilt man mit dem
Befehl wfilters("wname’, ’type’) die Koeffizienten fiir beliebige Wavelets.
Die Beziehung (1.2.22) ist dquivalent dazu, dass

M; = (Mj70, Mj,l) : KQ(AJ‘ @] VJ) — EQ(A]'JA) (1225)
invertierbar ist.

Bemerkung 1.2.26. {®; U ¥;} ist genau dann gleichméfig stabil, wenn
1M,

‘MJ._IH = 0Q1), j— oo

Besonders wichtig fiir Anwendungen ist, dass nicht nur M; o und M;; gleichmébig diinn besetzt
sind, sondern auch

G
-1 — L e— .7’0
M =Gy <Gj,1> (1.2.27)
gleichméfkig diinn besetzt ist. Speziell fiir orthogonale Wavelets, d.h. (1,1 k) = 6510, gilt
- T
Mt =Gy =M. (1.2.28)
Definition 1.2.29. Jede Matrix M;;, so dass (M;o,M;;) =: M, invertierbar ist und
|Mj ) ‘MJAH = O(1) fir alle j > jo, heilt stabile Vervollstindigung (stable completion)
von Mjp.

Bemerkung. Die Bedingungen in (1.2.29) sind rein algebraischer Natur, d.h. ein gemaf (1.2.24)
definiertes ‘ifj =M ;,1®;11 muss keine ,guten” Eigenschaften haben.
Wir werden spater sehen, dass das anféingliche M 1 und eine lineare Transformation dazu fiithren,

dass das zugehorige ¥, ,gute” Eigenschaften besitzt.

Fortsetzung von Beispiel 1.2.19 In Fall (a), also ¢ = Ny, gilt

0
-1 0
1

11



1 FEinleitung und Motivation

Das zugehérige 9 ist das Haar-Wavelet. In diesem Fall sind {1, : j,k € Z} Lp-orthonormal,
d.h. fir Mj = (Mj,O,Mj,l) gﬂt MJT = M;l.

In Fall (b), also ¢ = N3, geht man wie folgt vor: Die Konstruktion von M;; erfolgt mit Hilfe des
Lagrange—Interpolationsoperators

Lif =Y 2797277 k)p;. (1.2.30)

kEA]‘

Es ist W; = (Lj+1 — L;)S(®;). Die Wavelets bestehen aus (jeder zweiten) Hutfunktion auf dem
néchst feineren Gitter, d.h. ¥; = {¢; := Diy10ir1 K =0, ,2/ —1}. Dann erzeugt {®; U}
den gleichen Raum wie ®; 1. Also ist {®; U ¥;} eine hierarchische Basis fir S(®j41) = Sjq1.
Damit folgt:

1
0
0 1
0
Mj, =272 0 1
1
0
0 1
Und fiir G; = M;' = (Gj0,Gj1)" gilt dann:
0 1
00 1
Gjyo:\/i 0 0 1
010
1 -1
1 1
-3 1 —3
Gj1=V2
1 1
—3 1 _?
-5 1

Fiir ¢ = N3 ist also ein stabile Vervollstandigung gefunden, wobei M; und M j_l gleichméfig diinn
besetzt sind und |||, |G;|| = O(1) fiir alle j > jo gilt. Auferdem erzeugt ¥; ein Komplement
von S; in Sj1, also ist die hierarchische Basis {®;UW;} gleichméfig stabil im Sinne von (1.2.3).
Das Problem ist, dass es keine (Bi—~)Orthogonalititsbeziehungen gibt.

Kombination von (1.2.18) und (1.2.24) ergibt, dass M; einen Basiswechsel in S;1; beschreibt:
P, M,
j7
Umgekehrt gilt die Rekonstruktionsidentitat

(I)<
@1 =Gl (\IJQ =GJo®; + G, (1.2.32)

12



1.2 Multiresolution von Lo

Bemerkung. Wenn beide Transformationen benétigt werden, sieht man, warum es wichtig ist,
dass sowohl M als auch Gj = M ;1 diinn besetzt sind.

Sei nun J das feinste Auflosungslevel. Wiederholung des obigen Prozesses ergibt

Sy =5(®s) = S(®;,) & P S(¥;). (1.2.33)

Daher kann jede Funktion v € S(®;) in Einzelskalendarstellung

v = C?@J = Z CJ,k¢J,k (1.2.34)
kJEAJ
oder in Multiskalendarstellung
v=cj &, +dl U +...+dj U, (1.2.35)

beziiglich der Multiskalen— oder Waveletbasis

J-1 J—-1
vi=o,ul U= () WY (1.2.36)
J=Jo J=jo—1

dargestellt werden.

Vorteile der Einzelskalendarstellung sind, dass die Koeffizienten c; einfacher zu berechnen und
auszuwerten sind (Messwerte, Pixel auf feinstem Gitter) und dartiberhinaus eine geometrische
Relevanz haben.

Vorteile der Multiskalendarstellung sind, dass sie Detailinformationen zwischen den Level enthélt
und die Grife der Koeffizienten relevant fiir die Ezaktheit der Darstellung ist (d; sind Detailko-
effizienten).

Beide Darstellungen sind niitzlich und werden daher in der Praxis auch beide verwendet.

Die Transformation zwischen

dJ = (Cjo,djo,...,dj_l)T und Cy (1.2.37)
erfolgt mittels der Wawvelet—Transformation
TJ = T(]7J_1 s TJJ‘O : EQ(AJ) — EQ(AJ) (1238)

gemif d”/ — ¢y mit T;d” = ¢, wobei

M; 0 AV (A
Ty, = ( o I#AJ—#AM) € RFANXF#A), (1.2.39)

Eine schematische Visualisierung von Ty ist das Pyramid—-Schema:

Mg 0 Mjy+1,0 Mj_1,0
Cjo —  Cjo+l — Cjo+2 °+ €CJj-1 — cy 1.9.40
4 7 / (1.2.40)
dj, Mo djp+1 Mjo41 dj1 Mj_11.

Dies ergibt sich aus ®fc; + ¥id; = ®T, | (M;oc; + Mj1d;) = ®jy1¢j41.

Die inverse Transformation erfolgt durch

-1 -1 -1
Tt =TT (1.2.41)

13



1 FEinleitung und Motivation

mit
G; 0
-1 _ J HATXHA
I; = (0 I(#AJ—#AJ-H)) € RFA A

und entsprechendem Pyramid—Schema

Gy-1,0 Gr—2,0 Gio0
Cjy — Cj_1 — Cj_2 - Cjo+1 — Cjo
hV h™ N\
Gyjo1p dyjo1 Gyo Gjo1 dj.

Satz 1.2.42. Seien M; und G; = M;l gleichmafig diinn besetzt, d.h. M; und G lassen sich in
O(#Aj41) arithmetischen Operationen anwenden. Dann lésst sich die Anwendung der Wavelet—
Transformation Ty oder der inversen Wavelet—Transformation T° J_l iiber das Pyramid—-Schema
in O(#A ;) = O(dim S(®)) fiir jedes J durchfiihren (die schnelle Wavelet—Transformation hat
einen Aufwand O(N) bei N Unbekannten).

Beachte, dass T); nicht explizit aufgestellt wird, man miisste sonst Matrizen mit O(N; log N)
Eintragen berechnen.

Beweis: Nach Definition (1.2.38) ist
Ty =T551Ty5-2T55-3"-Tyj,

und % ~ 2" Mit Nj 1= #A; ist % ~ 2", Die Anwendung von T'; kostet entsprechend
J J

der Reihe nach O(Ny), O(Nj-1),...,O(Nj,+1). Insgesamt ergibt sich ein Aufwand von O(N;+

Nj_1+ ...+ Nj,4+1) arithmetischen Operationen. Dies bedeutet

27=I0dN, .+ 229N, 4 29N,
J=jo
d
= 2'N;, Y 2
r=1

(27-itl 1) — 1
2d — 1
~ 27702MN, = Ny,

= 2de0

also O(Ny). .

Etwas spéater werden wir sehen, wie Ty zur Vorkonditionierung benutzt wird. Um das theoretisch
abzusichern, bendtigen wir noch einige Aussagen iiber die Beziehung zwischen ®;, ¥; und M;.

U } S; liegt dicht in Lo, d.h. fiir J — oo ist hierdurch eine Basis von Ly gegeben. Es bezeichne

o0 oo
v=o,ulJy= (J v
J=jo J=jo—1
Dies ist gleich
{Yje | (k) el ={vn | NI} (1.2.43)

mit

I= [J (it x vk

Jj=jo—1

14



1.2 Multiresolution von Lo

Satz 1.2.44. Es gelte || M; ||, |G, || = O(1) fiir j — co. Dann sind Ty und T; ' genau dann gut
konditioniert, d.h.
1Ty, |77 ] =O0@1)  fiir J — oo, (1.2.45)

wenn U eine Riesz—Basis von Lo ist, d.h. jedes v € Lo besitzt eine eindeutige Entwicklung

Z V Z Z”Jk%k

J=jo—1 Jj=jo—1keV;
mit der Norméquivalenz
1/2
o
loll, ~ | D D vl ] = vl (1.2.46)
Jj=Jjo—1keV;

Die Entwicklungskoeffizienten v, ; konnen noch néher spezifiziert werden: ¥ ist genau dann eine

Riesz—Basis von Ly, wenn eine weitere Riesz—Basis ¥ von Lo existiert, die biorthogonal zu W ist,
d.h.

(U, 0)p, =1. (1.2.47)
Dies ist eine Kurzschreibweise fiir
(wj,kv{z;j’,k’) = 5 ’6k;k’ fur alle (j, k), (j/, k/) el

Damit sind 7Ty und TJ_1 genau dann gut konditioniert, wenn ¥ eine Riesz—Basis des Lo ist, d.h.
jedes v € Ly die eindeutige Entwicklung

o0

Z S )ik = Y. (095) L = (v, 7)1, ¥
T REY; = (1.2.48)
= > @)t = (v, 0), 0
j=jo—1
mit der Bedingung (1.2.47) (¥, ¥)z, = I und
lolly, ~ [ @B, ~ 10l (1.2.49)

besitzt.

Bezeichnung: fiir die Mengen © = {©j | k} und © von Funktionen ist (v, ©) ein Zeilenvektor,
(©,v) ein Spaltenvektor und (0, ©) eine Matrix. Mit einer weiteren Matrix C' gelten dann die
Rechenregeln (CO,0) = C(0,0) und (0,C0) = (6,0)CT.

Definition. Ein Paar von Funktionen ¥ und \Tl, das gemaéfs Satz 1.2.44 zueinander in Beziehung
steht, heiflt Paar biorthogonaler Wavelets oder einfach biorthogonale Wavelets. Im Spezialfall
der orthogonalen Wavelets ¥ = U werden dieselben Funktionen in der Entwicklung und der
Koeffizientendarstellung verwendet.

Die U werden primale Wavelets genannt, mit ihnen werden Funktionen dargestellt und sie span-
nen die Ansatzridume auf. Die ¥ heifen duale Wawvelets, welche zu Analysezwecken und zum
Berechnen der Koeffizienten verwendet werden.

15



1 FEinleitung und Motivation

Bestimmung von v

Zusétzlich zu der primalen Multiresolution S = {S;};>;, von Lo bildet eine zweite Multiresolu-
tion S := {Sj}ijo mit

U S , Sj,c8jpc...cScSyc..., (1.2.50)
Jj=jo

wobei

Sj = 5(®;), @ = {%k | ke Aj},
EDJ' gleichméfig stabil im Sinne von (1.2.3) sind und
diam supp &Zj’k ~ 277 firalle k € AV

den Ausgangspunkt. Dies sind genau dieselben Eigenschaften wie fiir S. Weiter seien ®; und 5]-
biorthogonal auf Level j, d.h. N

(®;, )1, =1. (1.2.51)
Es sind ®; primale und :ISj duale Generatoren. Da die §j geschachtelt sind, gibt es fiir CI)]- ebenfalls
eine Verfeinerungsgleichung, d.h.

®; = M1 @1, mit Mjo € [(2(Ag), la(Aji)]. (1.2.52)

Das Problem der Konstruktion biorthogonaler Waveletbasen besteht darin, Basen V¥, \Tij flir die
Komplemente von S(®;) in S(®;41) bzw. S(®;) in S(P;41) so zu finden, dass

S(®;)LS(T,), S(®;)LS(W;) und S(¥;)LS(F,), r#j (1.2.53)
ist. Dies lasst sich durch das Konzept der stabilen Vervollstindigung (stable completion) [CDP]
bewerkstelligen. (Spezialfall Lifting Scheme, 2nd Generation Wavelets, Sweldans).

Satz 1.2.54 (Spezialfall der stabilen Vervollstindigung). Die Generatorbasen {®;};>;, und

{(I> }i>jo seien gleichméfig stabil, biorthogonal und verfeinerbar mit Matrizen M; g und MJ 0-
M] 1 sei irgendeine stabile Vervollstdndigung von M g, so dass M; ;= (M;, M 1) = G gleich-
mafkig beschrankt ist, d.h.

| M

Gj||=0(), fiir j — oo.

Dann ist .
Mj71 = (I — Mj,OM]?(])Mj,l (1255)

ebenfalls eine stabile Vervollsténdigung von M;o und G; = M j_l = (Mo, M;1)~" hat die Form

= (Agﬁ)) , (1.2.56)

Des Weiteren bilden die Mengen von Funktionen, die durch
=M@ und T =GPy (1.2.57)
definiert sind, biorthogonale Systeme, d.h.
(U, %), =1 und (0;,®;)p, = (®,¥;)1, =0, (1.2.58)

was wiederum bedeutet, dass (1.2.53) gilt.
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1.2 Multiresolution von Lo

Beachte: (1.2.58) bedeutet, dass die Mengen

\I/::q)jOUU\I/j und \AI;::E)]’OUU@]'
Jj=Jjo Jj=jo

biorthogonal sind.

Die Konstruktion von <AISj dual zu ®; lauft wie folgt ab:

Zunéachst wird das Problem reduziert auf gj,k =21/ 25(2j - —k) fiir eine einzelne Funktion 5
Konstruiere 5 so, dass (¢, a( —k)),(r) = ok fiir alle k € Z gilt. Fiige die beiden Verfeinerungs-
gleichungen

o(x) = Zak(b(Qa:—k),
ol@) = Y ad(2z k),

hinzu, wobei man die Maskenkoeffizienten a auf R mittels Fourier—Transformation berechnet.
Durch Adaption von [0, 1] nach [0, 1]¢ erhilt man biorthogonale Wavelets auf dem gewiinschten
Intervall.

Bemerkung 1.2.59. Es sei betont, dass Biorthogonalitat (1.2.47) und gleichméfige Stabili-
tat iiber zwei Level noch nicht ausreicht, um die Norméquivalenz (1.2.49) iiber alle Level zu
erhalten. Tatséchlich benttigt man dazu weder Eigenschaften der Komplemente noch ihrer spe-
ziellen Basen, sondern Eigenschaften der Multiresolutionsfolgen S und S (genauer: Bernstein—
und Jackson—Abschétzungen).

Um dies zu sehen, betrachten wir noch eine etwas andere Sichtweise: Definiere Projektoren FP; :
LQ — Sj = S((I)j) durch

PjU = (v,&)j)Lz(I)j = (’U, \T/j)LQ\I/j = Z (vaé;j,k)ngbj,k (1260)
kGA]‘

und entsprechend ]3] : Ly — §j mit vertauschten Rollen von | | und [~]. P; ist Projektor auf
S(®;) = S; und P; auf S; mit

P.Pj=P, und P.Pj=PF, firr<j (1.2.61)

Bemerkung 1.2.62. Sei {®;},>;, gleichmékig stabil im Sinne von (1.2.3) und verfeinerbar.
Dann ist |||, < C fiir j — oo genau dann, wenn {E’j}ijo gleichméRig stabil im Sinne von
(1.2.3) ist. Und die P; erfiillen (1.2.61) genau dann, wenn {&)j}ijo verfeinerbar mit ]\%70 ist.
Dann folgt aus (®;, <5j)L2 =1, dass ]W;TOM]}O =1 ist.

Bemerkung. Der Lagrange-Interpolator L;f := Y. f(277k)¢; erfiillt nicht die Beziehung
k’EAJ‘

|Ljll;, <1, daer im Allgemeinen keine Projektion ist. Ansonsten miisste LJZ = L; gelten. Dies
ist aber nicht immer der Fall, denn sei f € Lo, dann ist

LiLif) = Y (L@ 0¢s0= > > F277k)¢jk(2770) )

=N (eN; kEA,

Dies ist genau dann eine Projektion, wenn ¢j7k(2_jf) = Op¢. Das ist aber nur der Fall, falls ¢; ;.
von Hutfunktionen generiert wird.
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1 FEinleitung und Motivation

Gleichmafige Stabilitdt der Komplementbasen ¥, und \f/j bedeutet mit Hilfe der Projektoren
ausgedriickt

1Prer = Pl ~ [ @), o,y wnd [P = P, ~ 0.9,

lesis,
(1.2.63)
d.h. die Norméquivalenz in (1.2.49) ist dquivalent zu

1/2 1/2

o~ < 2
|UHL Z” P P] 1 HL ~ ZH(PJ‘—PJ‘_l)U’

J=jo J=Jjo

, Yv € Lo, (1.2.64)
Lo

mit Pj,_1 =0= f’jo—r

1.3 Normdaquivalenzen fiir Sobolevrdume H*

Sei jetzt S eine Multiresolution von H*® mit

HS

U Sj fiir s > 0.

Jj=Jo
Bemerkung. Fiir s € N definiere H® durch schwache Ableitungen (siehe auch Wissenschaftliches
Rechnen II, Kapitel 2):

aa
Hsz{UELQ:HaZ < oo, VY|a|<s},
Lo

d
wobel a = (a1, ...,aq) mit |af := > q; ist, sowie
i=1
0%v
ol = (Y- 5|l Y™
o <s L

Fiir s ¢ N gibt es verschiedene Méoglichkeiten, H* zu definieren. Im Fall Q = R? kann man H*
mittels Fouriertransformation definieren:

H*(RY) := {v € Ly(R7) : /(1 +yI)19()lly dy < oo},
Rd
wobei
(y) == /v(x) exp(—ixoy)dx
R4
die Fouriertransformation von v ist und |-||, die euklidische Norm auf R ist.
Damit kann man fiir Q C R beispielsweise definieren

191l s 0 = mE{[[ V] s (may : vl = g}

Man kann H?*(€2) auch als einen Interpolationsraum zwischen Ly (£2) und H"(€2) definieren, wobei
r > s und r € N. Ndheres dazu siehe in [AF, BL, JW, Tr|.

Im Prinzip kann man H?*(Q) auch durch die Norméquivalenz (1.3.4) (siehe unten) definieren.
Man erhélt somit

H(©) = {v € La(@) : (2% . )T, 1 0,) -
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1.3 Norméquivalenzen fiir Sobolevraume H*®

Satz 1.3.1 (Hauptsatz). Seien {®;};>;, und {5}2]-0 gleichméRig stabil, verfeinerbar und bior-
thogonal in Bezug auf L. Seien Projektoren P; : H® — S(®;) definiert wie in (1.2.60). Fiir

D _
S; = { ig(ﬂ ; } mit Ordnung m = { g } und t = { % } gelten eine Jackson—Abschétzung

ugg o —wvjll, < 279 v|| s fiirallev € HY,0 < s < (1.3.2)

REAS]

und eine Bernstein—Ungleichung
||Uj HHS S 2Sj||vj ||L2 fiir alle v € Sj, s <t. (1.3.3)

Dann gilt fiir s € (—7,0) die Norméquivalenz

[e.e] o0
Il ~ 22 29I(Py = Pica)olly, ~ >0 227 (0, 9501, [l a, (1.34)
J=jo Jj=jo—1
wobei 0 < ¢ := min{m,t}, 0 < & := min{m,{} und t := sup{s | S(®,;) C H*,j > jo} die
Regularitit von S sowie ¢ := sup {s | S (:ﬁj) C H®j> jo} die Regularitat von S bezeichnen.

Bemerkung. Im Beweis von Satz 1.4.5 unten sieht man, dass man fiir den Beweis der asymp-
totisch optimalen Vorkonditionierung von linearen elliptischen PDE-Operatoren mittels der
schnellen Wavelettransformation die Norméquivalenz fiir H wie auch fiir #' benotigt. Zum Bei-
spiel gilt fiir lineare B-Splines als primale Generatoren Ny C H3/27¢ . 7 = 2,7 = %, also ist
dieser Fall fiir H = H?® im Fall s = 1 ausreichend.

Auch bei adaptiven waveletbasierte Methoden zur Lésung eines elliptischen Randwertproblems
kommen Norméquivalenzen zum Finsatz: entsprechende Fehlerverkleinerungen basieren auf der
Abschitzung des Residuums

lu—un | g ~ | Au = Aup [l = [[f — Aun [l
Norméquivalenzen fiir s = —1.

Bemerkung 1.3.5. Die Jackson—Abschéitzung (1.3.2) fiir &)j, 0 < s < m bedeutet II5_; C
S(®;), d.h.

p=(p,®)r,P; = Z (D, bjk)La0jk  fiir alle p € T .
kEAJ‘

S (:I;j) ist exakt von der Ordnung m (vgl. Finite-Elemente). Weiter ist II;_1 C S(&Jj) und
IIl;_1 C S((I)j_H) sowie
S(®j11) = 5(®5) © S(¥y),

also gilt nach der Rekonstruktionsidentitat
p=(P®+1)r, P51 = (9, ®;) 1, P25 + (P, V)) L, V;.

Dies ist dquivalent zu
(ﬁ, ‘ljj)Lz =0 fir alle ﬁe II5_1. (136)

Die ¥; haben m verschwindende Momente und sind orthogonal zu Polynomen bis zur Ordnung
m.
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1 FEinleitung und Motivation

Beachte: Die Exaktheit von ®; ist genau dann m, wenn die 53' m verschwindende Momente haben.

Ebenso ist die Exaktheit von &)j genau dann m, wenn die ¥; m verschwindende Momente haben.
Aus den verschwindenden Momenten und mit Taylorentwicklung folgt

| (U7¢j,k)L2 | < 2_j(d/2+m)”vHWg:}(suppw]-,k)v (137)
wobei W™ C L.
Vor einer Beweisskizze von Satz 1.3.1 definiere fir s € R
- ; 1/2
S 2sj AYA
vy = Z 22| (v, ;) sz(vj) ’
Jj=jo—1
12 (1.3.8)
o
j 2
ol : = > 229|(Py - Piavll3,
Jj=Jjo—1

Nach Satz 1.3.1 ist |v |, ~ [[v]| g ~ [|v|| fiir s € (=0, 0).

Lemma 1.3.9. Seien {®;}; und {Cf)j }; gleichméfig stabil, verfeinerbar und biorthogonal. Sei P;
durch (1.2.60) definiert. Dann gilt

lo— Pl < 270D o| fiiralle v e H®, §' <s
loill, < 296, fiir alle v; € S(®;), 8’ <5 <

IN

m
t.

und entsprechend fiir |v]|,.

Lemma 1.3.10. Es gelten die Voraussetzungen wie in Lemma 1.3.9. Dann existiert zu jedem
v € S(®,) ein v* =0*(v) € S(P;) mit

|vl|g|0"|_; = (v,0")r, fiir jedes 0 < s < min(o,0).
Skizze eines ,falschen Beweises von Satz 1.3.1: Anhand dieser Beweisskizze soll man den

Einfluss der Jackson- und Bernstein-Ungleichungen erkennen.

Fiir die obere Abschétzung in (1.3.4)

o0
2 j 2
ol S > 2270 (B — Pim1)ollg,

J=Jo
o0
sel v € H. Dann gilt v =37 (P; — Pj—1)v und damit
3=Jo
2
oo
2
[l = || > (P = Pimv
Jj=Jo Hs
oo
2
< D IE = Pyl
J=jo
oo
j 2
S D0 2E - Pioallz,.
J=jo
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1.4 Vorkonditionierung

Der Fehler liegt hier darin, dass man die Norm der Reihe nicht durch die Reihe der Normen
abschétzen kann. (Fiir den Fall einer endlichen Summe wére die Abschétzung mit einer Konstante
der Anzahl der Summenterme korrekt.)

Fiir die untere Abschétzung in (1.3.4) betrachte

oo
2sj 2 2 2
> 29)(Py = Pi)olg, SIIPw —vll7, + |1 P—1v = w7,
J=jo
Der erste Term auf der rechten Seite kann wegen der Beschrinktheit der Projektoren in der
La-Norm fiir ein beliebiges ©; € S; abgeschatzt werden durch
<2 . 2
| Pjv — PJ'”J’HLQ + 19; _UHLQ ~ (”P |+ 1) |9 _U”L2

< 27%v ..

Ebenso schitzt man den zweiten Term ab und erhalt

x
> 2Py = P, S ZHU||HS<HUHHS
J=Jjo J=jo

Der Beweis dieser Richtung ist wegen der Abschétzung der unendlichen Reihe ebenfalls nicht
ganz korrekt Hier wird eine diskrete Hardy—Ungleichung benétigt. "

1.4 Vorkonditionierung

Wir werden sehen, wie die schnelle Wavelet—Transformation 7'y aus (1.2.38) zusammen mit der
Norméquivalenz (1.3.4) und der Wohlgestelltheit des Problems gleichméfig beschrinkte Kondi-
tionszahlen von elliptischen Operatoren liefert.
Sei dazu die Operatorgleichung

Lu=f (1.4.1)

mit £: H — H' und
[ Lv |y ~ |Vl fiir allev € H (1.4.2)

gegeben. Betrachte speziell H = H}(2) und £ = —A, den elliptischen Differentialoperator.
Des Weiteren sei ¥ wie in 1.3 Waveletbasis fiir 7 mit zugehériger dualer Basis ¥, so dass (1.3.4)
gilt, d.h.

[vllgg ~ 1DV |lgyq  fiir alle v € H. (1.4.3)

Zum Beispiel gilt fiir # = H*: Dy, = 212156, und v = (v, ‘i>£xw-

Transformiere (1.4.1) nun wie folgt in Waveletkoordinaten: Entwickle u = u’(D~10) € H und
die rechte Seite f = (¥, f)TW € H'. Dann geht (1.4.1) iiber in

L'D1) = f.
Teste mit W:
(T, LD 'u= (T, f) <= DY LD 'lu=DYT, f).
Setzen von L := D™1(¥, LU)D~! und f := D1V, f) liefert das transformierte Problem

Lu=f (1.4.4)
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1 FEinleitung und Motivation

Satz 1.4.5. Gelten (1.4.2) und (1.4.3), so ist
L: EQ(H) — EQ(]I)
ein Automorphismus mit

ILV gy ~ [V lgym — fiir alle v € £5(I).

Beweis: Sei © € H beliebig. Dann kann ¢ durch ¢ = ¥vTW¥ dargestellt werden und damit
L5 = vT(LP). Damit folgt

||D{’||£2(H) ~ HﬁHH ~ H£U||H/ ~ HD Ev \Ij T“gQ(H) = HD_l @ ‘g
= HDi (L)) Héz - HD (W DI’> Lo(T)”
Ersetze v := Dv, dann folgt
1vllgy@ ~ [D™HY, LY)D |, = LV,

Zusammenfassung: Die Anwendung von D~! von links und von rechts auf (¥, L) liefert
optimale Prikonditionierung. Wenn £ die Ordnung 2r hat, so hat D~ die Ordnung —7, r € R.
Daher ist jeder lineare Operator, der (1.4.2) erfiillt, wohlgestellt in entsprechend skalierter Wa-
veletbasis. Man kann also £ explizit mit Hilfe einer Waveletbasis darstellen.

Spezialfall: uniforme Gitter

Sei Sy das feinste Gitter. Aufstellung von £ bzgl. der Einzelskalenbasis S(® ;) ergibt u; = c?i;[) 7
Daraus folgt

(@, LDy)cy = (g, f)
= T7(®;,LD))TyT; c;=T](®,,f)
= D;'T](®;,L2,)T;D;'D,T;'c; =D;'T](®,, f).

(Hier wurden

Nun ist (97, £07) = T7(®,;,£8,)T; und D;T; c; = d’/ = u,. Setze f; := D' TF(®,, f).
Damit folgt
LJUJ = fJ. (146)

Korollar 1.4.7. Die spektrale Kondition von L ist gleichmé&fig beschrankt, unabhéngig von J,
d.h.
ko(Lj) ~1 fir J — oo.

Also erhélt man beim Aufstellen von £ in Einzelskalenbasis und bei Anwendung der schnel-
len Wavelettransformation und Diagonalisierung gleichméfiig beschrénkte Konditionszahlen. Der
Nachteil bei einem uniformen vollen Gitter ist eine lokale schnelle Wavelettransformation. Zusam-
men mit einer wie in Abschnitt 2.4 beschriebenen Nested-Iteration-Strategie ldsst sich dieselbe
optimale Komplexitit wie mit den Multigrid-Verfahren zeigen, siehe Satz 2.4.5.
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1.4 Vorkonditionierung

Programmieraufgabe. Betrachte auf €2 := (0, 1)? die elliptischen Randwertprobleme

(A) —Au =1 in Q
u = 0 auf 0€2;

(B) —Au+u = 1 in Q

mit periodischen Randbedingungen fiir v auf 0f2.

Diese sollen mittels eines schwachen Variationsansatzes beziiglich eines feinsten Gitters mit Git-
terweite hy := 277 mit moglichst hohem J numerisch gelést werden.

Wihle dazu Ansatzrdume Sy, die von Tensorprodukt—Hutfunktionen

G1xc(T,Y) = Gk (¥) Gk () = 2720(27 0 — k1) 2729(27y — ko)
aufgespannt werden.

Stellen Sie jeweils fiir Problem (A) und (B) das zugehorige lineare Gleichungssystem beziiglich
dieser Basis auf. Man beachte, dass sich aufgrund der Produktstruktur der Basen die System-
matrix und die rechte Seite als Tensorprodukte der univariaten Situation schreiben lassen. Zur
Berechnung der Eintrége lassen sich die Ergebnisse aus Aufgabe 12 (mit zusétzlichen Bedingun-
gen, die die Eindeutigkeit sicherstellen) verwenden; Sie finden alle benotigten Werte auf
http://www2.math.uni-paderborn.de/ags/kunoth /lehre /wissenschaftliches-rechnen-iii.html.

Losen Sie dann dieses Gleichungssystem iterativ mit dem cg—Verfahren angewendet auf das
System (1.4.6)

Lyu; =1y,
das durch FWT zusammen mit diagonaler Vorkonditionierung entsteht. Die zur FWT benotigten
Matrizen M; der biorthogonaler Generatorbasen fiir m = 2 und m = 4 fiir Problem (A) finden
Sie ebenfalls auf der Webseite; fiir den Fall periodischer Randbedingungen (B) lassen sich die
entsprechenden Matrizen daraus ablesen.

Stellen Sie die Ergebnisse fiir beide Probleme folgendermafsen dar:
e graphische Visualisierung der Losung;
e Berechnung der spektralen Konditionszahl ko (L y);

e graphische Darstellung des Fehlers (in welcher Norm?) {iber den Iterationszdhler der Losung
des vorkonditionierten Systems und des Systems ohne Vorkonditionierung.

Zusatzaufgabe: Betrachten Sie die Probleme (A) und (B) mit rechter Seite f, die auf jedem
Kubus der Seitenlinge 2~ durch eine Konstante f Jk gegeben ist.

Hinweise: Zur Herleitung der Steifigkeitsmatrix kann man die folgenden Werte der eindimen-

sionalen Integrale benutzen:

Mit (i) := flR X[0,1)( )qb(x — i) dz folgt: I(—1) = I(0) = 3.

Fiir J(i, k) = [z xj0,1)(@)d(z — i)p(z — k) dz folgt: J(—1,-1) = J(0,0) = + und J(0,-1) =

J(=1,0) =

Weiterhin 1st fur K(i,k) = Jgxp1)(@)d'(x — )¢/ (x — k)do: K(—1,-1) = K(0,0) = 1 und
K(-1,0) = K(0,—1) = —1.

Die Matrix D berechnet sich auf folgende Weise: ij WG = 27 5 lékk/ Dies ergibt also fiir

den Fall s = 1: D' = diag(2/°,...,2J0 2o+l gjo+l 2/ 27)und entsprechend D! =
diag(2=9 ..., 277).
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1 FEinleitung und Motivation

Betrachtet man das Problem zunéchst in einer Raumdimension, lautet die Problemformulierung;:
—u”" +u=1auf Q= (0,1). Die zugehorige schwache Formulierung ist gegeben durch

1 1 1
/ —u"vdx + / wvdr = / lodx Yo
0 0 0

Wegen der periodischen Randbedingungen fiir den Testraum gilt v(0) = v(1). Fiir den Losungs-
raum wird «’(0) = u/(1) bendtigt. Also braucht man insgesamt: Losungsraum=Testraum= {v €
H'(0,1) : v(0) = v(1),0'(0) = v'(1)} =: Hp,,.

Dann ist
a(u,v) = (f,v) Yve H;ET
fiir u € H;er zu losen. Es ergibt sich dann u = 1 als eindeutige Losung.

In zwei Raumdimensionen sind folgende Integrale zu berechnen:

/Q(—Au—i—u)vd:c:/gfvdx.

/VOVvdac—/ 8uvds—i—/uvdar::/fvdar:.
0 oq On Q 0

In (A) sollte die gesuchte Losung % = 0 auf 09 erfiillen. Dies ist genau dann der Fall, wenn

Damit folgt

a(u,v) = (f,v) uwe HY(Q),Yv € H(Q)

gilt. In (B) muss man periodische Randbedingungen beriicksichtigen. Das bedeutet, man will
erreichen, dass der Term — |, 99 %U ds verschwindet, um das lineare Gleichungssystem zu verein-
fachen. Dies ist der Fall, wenn folgende Bedingungen gelten:

vr=vry,  vlrs=vn,

und
8v|_8v| 8v|_(%|
on ' Ton ™ on T Ton M
wobei I'y,...,I'y die Rénder des Gebietes sind. Berechnet man nun u € ngr = {v €

H'(2), obige Bedingungen, periodische Dirichlet-Bedingungen, Neumann-Bedingungen }, so
dass
a(u,v) = (f,v) Vv € H}

per»

dann ist u eindeutig und v = 1, falls f = 1.

1.5 Wavelets auf Gebieten (0, 1)¢

Auch wenn die vorgestellte Vorgehensweise zur Konstruktion von Wavelets nicht per se auf
eine Raumdimension beschréankt war, werden multidimensionale Waveletbasen haufig als Ten-
sorprodukte von eindimensionalen Basen konstruiert. Solche Konstruktionen sind natiirlich nur
moglich, wenn der unterliegende Raum eine Tensorproduktstruktur aufweist, wie beispielsweise
der d-dimensionale Einheitswiirfel O := (0,1)¢, auf den wir uns im Folgenden der Einfachheit
halber beschranken wollen. Die Konstruktion von Wavelets auf allgemeineren Gebieten ist nach
wie vor ein aktives Forschungsgebiet.

Das Tensorprodukt fo:= f1 ® --- ® fq: (0,1) — R von Funktionen

fir (0,1) =R,  i=1,....d
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1.5 Wavelets auf Gebieten (0,1)%

ist definiert als

fox) = (i@ @ fa)(x) := fi(z1) - fa(za),

Fiir Matrizen A = (a; ;) € R™*" und B € R™2*"2 ist das Tensorprodukt definiert als

x = (x1,...,24)7 € (0,1)%

anB almB

A ® B = (CL,LJ . B) c Rm1mQ><n1n2

)

CLmllB amlnlB

d.h. jedes Element der Matrix A wird mit der Matrix B multipliziert. Das Tensorprodukt von
Matrizen wird haufig auch als Kronecker-Produkt bezeichnet.

Die intuitivste Idee ist das Tensorprodukt der jeweiligen Waveletbasen
. . . d
VS =R T 20 20— L ke Vi, I=1,.d), i) = [ (@) (15.)
=1

zu betrachten, wobei {¢j, i, : J > ji > jo—1, ky € V;,} fiir allel =1, ..., d eine eindimensionale
Wawveletbasis auf Level J ist. Die Tensorprodukt Basis aus univariaten Waveletbasen nennt man
anisotrope Waveletbasis, da die Trager beziiglich Basisfunktionen auf sehr unterschiedlichen Le-
veln in den einzelnen Raumdimensionen sehr schmal sind, also anisotrop. Es sei erwidhnt, dass
hier in jeder Raumdimension unterschiedliche Wavelets und Skalierungsfunktionen verwendet
werden kénnen, wir uns allerdings auf den Fall beschrénken, dass diese in jeder Raumdimension
identisch sind, um die Notation moglichst {iberschaubar zu halten.

Diese anisotrope Konstruktion besitzt global nicht mehr die gleiche Struktur bestehend aus
Skalierungsfunktionen auf dem grébsten Gitter und Wavelets auf den feineren Gittern, allein
schon weil das Level vektorwertig ist. Eine weitere Konstruktion die auch auf Tensorprodukten
beruht ist die isotrope Konstruktion, welche diese Struktur auch global erhdlt und nur einen
skalaren Levelindex besitzt. Das bedeutet, dass nur Funktionen auf dem gleichen Level tensoriert
werden und so wiederum alle Basisfunktionen nur nahezu quadratische, isotrope Tréger besitzen.
Fiir diese Art der Konstruktion werden verschiedene Typen von Wavelets betrachtet. Unter
anderem werden hierzu im Unterschied zur anisotropen Konstruktion auch Skalierungsfunktionen
auf feineren Gittern verwendet. Die Zerlegungen lassen sich im zweidimensionalen Fall recht gut
schematisch Darstellen. Die Multiskalenzerlegung von @, 3 ® ®;,43 lautet beispielsweise fiir die
anisotrope Konstruktion:

(I)jo ® (I)jo (I)jo ® \Iljo (I)jo ® \Ijjo-&-l (I)jo ® \I/jo+2
goni | Y ® P | Yio®Who | Yo ® Wipr1 | Wi ® Yjoro
Bi0+3) Pio+1 ® Lo | Wiio+1 © Wi | Wjor1 ® Yot | Yjor1 ® Wjoto
Wig+2 @ Pjy | Vijoy2 @ Wiy | Wijioyo @ Wjoi1 | Wigyo @ Wypq0
und fiir die isotrope Konstruktion:
Dj, ® Pjy | Pjo ® Y,
P, 11U,
iso _ \I]jo ® (I)jo \I’jo ® \Iljo Jott Jo+ (I)jo+2 ® \I/j0+2
Rlio+3) o1 @ Pjot1 | Wiot1 @ Wg+1

Vo2 ® Pjoro Pjor2 ® Yjos2

Beachten sie, dass die Grofse der Zeilen und Spalten in den schematischen Darstellungen nicht
die Grofse des jeweiligen Trégers repriasentieren. Wir beschrdnken uns hier auf den anisotropen
Fall. Fiir anisotrope Basen (1.5.1) gelten analoge Resultate wie im eindimensionalen Fall, wie
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1 FEinleitung und Motivation

beispielsweise die Norméquivalenz aus Satz 1.3.1 mit j <> ||j||c. Da sich die Basis (1.5.1) auch
schreiben lasst als

v =g . 0U/,
ergibt sich unmittelbar die multidimensionale Wavelettransformation

ani ,__ — rpani ani
TDVJ~—TJ®"'®TJ:TJ,J—1"' Tjos

mit der eindimensionalen Wavelettransformation 77y aus (1.2.38) und

d

ni M; 0 A A
735 = Q) ( 0 [#AJ#Aj+1> € R#A/X#A)
=1

analog zu (1.2.39). Damit lautet die verallgemeinerte Verfeinerungsgleichung
(1T o,
beziiglich der Tensorprodukt Einzelskalenbasis
P =P, ®--®@Dy.
Als Analogon zum diagonalen Vorkonditionierer in (1.4.3) ergibt sich
(DED s = 25y

wobei A := (j, k) mit vektorwertigem Levelindex || := j.

Betrachtet man anstatt der vollen Tensorprodukte in (1.5.1) nur Produkte auf sogenannten
(optimierten) dinnen Gittern, so lassen sich Approximationsraten erreichen die unabhéngig von
der Raumdimension d sind (vgl. [BG]). Hiermit lasst sich der Fluch der Dimension umgehen,
wobei die auftretenden Konstanten sehr grofs werden konnen.

Grafik zu den Konditionszahlen:

300 [T T T T T T T T T 1
1D
| | 2D I1SO RO
¢ PO 2DANI o o
S
§ 200 x N
o X
2 150 X —
g X
8 100 I~ x” 7
o
2 X
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«}—/—,’—’iﬂ———ﬁ; t t t t t —t
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Level |

Abbildung 2: Konditionszahlen

Zugehorige Werte:
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1.5 Wavelets auf Gebieten (0,1)%

Level 1D 2D isotrop 2D anisotrop
3 2.3009e+01 1.2227e+01  1.2227e+01
4 2.3374e+01 3.3305e+01  3.3305e+01
5 2.4855e+01 3.8444e+01  6.5603e+01
6 2.5580e+01 4.1951e+01  9.4387e+01
7 2.6139e+01 4.4381e+01  1.2304e+02
8 2.6536e+01 4.6005e+01  1.5088e-+02
9 2.6834e+01 4.7132e+01  1.7770e+02
10 | 2.7060e+01 4.7933e+01  2.0269e+-02
11 2.7235e+01 4.8520e+01  2.2511e+02
12 | 2.7371e+01 4.8960e+01  2.4471e+-02
13 | 2.7479e+01 4.9298e+01  2.6160e+-02
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2 Multigridmethoden

Multigridmethoden zdhlen zu den schnellsten Losern fiir lineare Gleichungssysteme mit grofser
Dimension N. Urspriinglich entwickelt wurden sie von Fedorenko (1961 als Zweigitter- und 1964
als Mehrgitterverfahren). Der Aufwand von Fedorenkos Verfahren stieg wie O(N) mit wach-
sendem N fiir die Diskretisierungsmatrix des Laplace-Operators. 1966 wurde die Methode von
Bachvalow fiir Operatoren mit variablen Koeflizienten erweitert und 1975 dann von Archi Brandt
flir grofse N entwickelt. Schlieflich fithrte Hackbusch 1976 eine Vereinfachung der Ingredienzen
ein und lieferte einen ersten Konvergenzbeweis, siehe dazu [H1].

Im Folgenden entspricht Multigrid einem geometrischen Multigrid, d.h. ein lineares Gleichungs-
system entsteht aus der Diskretisierung einer elliptischen PDE, und man kann Multigrid als
Diskretisierung beziiglich unterschiedlicher Gitter 2 und Qp interpretieren, wobei hier das eine
Gitter feiner als das andere ist.

Im Unterschied dazu gibt es seit den 80’er Jahren algebraische Multigrid, die nur mit dem linea-
ren Gleichungssystem arbeiten. Die Idee hierbei ist, aus den Nichtnulleintrdgen der Systemmatrix
grobe Approximationen zu konstruieren.

Dann werden die Knoten zu Clustern zusammengefasst und die Werte a;; auf den Clustern
approximiert. Die Konvergenzraten betragen 0.13 — 0.9.

Der Ausgangspunkt von Multigridverfahren ist die Feststellung, dass bei der iterativen Losung
eines Systems
Au="f

Jangwellige“ Anteile (smooth parts) des Fehlers eine andere Rolle als ,kurzwellige“ (nonsmooth
parts) spielen.

Lose das lineare System nun beziiglich verschiedener Gitter, d.h. auf Gittern mit unterschiedlicher
Gitterweite h. Es ist zu beobachten, dass klassische Iterationsverfahren glittend wirken, d.h. sie
beseitigen schnell die hochfrequenten Anteile des Fehlers.

Fiir die Konvergenztheorie benttigt man ein Maf zum Messen dieser Glattheit. Auferdem spielt
die absolute Grofe des Fehlers eine Rolle. Spéter werden zwei Konvergenztheorien behandelt:
zunéchst die klassische Theorie von Braess und Hackbusch (1983), die zusétzliche Regularitét
der Losung benétigt, und dann die neuere Theorie, die auf Unterraumzerlegungen basiert, nach
Bramble, Pasciak, Xu und Wang (1991).

2.1 Multigridmethoden fiir Variationsaufgaben

Wir betrachten Glattungseigenschaften klassischer Iterationsverfahren.

Beispiel (Spektralanalysis (local node analysis)): Betrachte eine Diskretisierung des Pro-
blems

~Au=f in Q:=(0,1)>

mit homogenen Dirichletranddaten mittels des Standard—Fiinf-Punkte—Sterns. Dies fiihrt auf
das System
Au=f.

Zur Losung betrachten wir die gewichtete Jacobi-Iteration (A = D + L + U)

u+— (1—w) —wD H(L+U))u+wD™'f



2.1 Multigridmethoden fiir Variationsaufgaben

fiir 0 < w < 2 (fiir w = 1 entspricht dies dem Standard—Jacobi—Verfahren). Die Iterationsmatrix
lautet

S:=(1-wl—-wD  (L+U)=1-wD A

Die Eigenvektoren von S kénnen als Diskretisierung der Eigenfunktionen des Laplace-Operators
A auf dem Gitter €2, interpretiert werden. Diese Eigenvektoren sind fiir 1 < k,¢ < n — 1 (siehe

Aufgabe 12)
('L)k7£)ij:Sin (Wr) Sin <W> ) 17.7217?77‘_1
n n

mit den zugehorigen Eigenwerten

w km i s :
1 —%(2—cos ™ —cos ) fiir allgemeines w,
kil __ 1 km 1 48 - _
AYT = ¢ 5cos T 4 5 cos T firw=1,
1 km 1 L 1 - _ 1
7CO8 T+ 708+ 5 fir w = 3.

Da S symmetrisch positiv definit ist, existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, in die
sich der Fehler entwicklen lasst.

Sind k, ¢ klein, etwa im Bereich von 1 bis 10, so entsprechen die zugehorigen Eigenvektoren den
niedrigfrequenten Anteilen des Fehlers. Fiir grofe k, /¢, d.h. k,¢ =~ n — 1 sind dies die hochfre-
quenten Anteile.

Eine Anwendung von S bedeutet also, dass die spektralen Anteile des Fehlers mit den zugehori-
gen Eigenwerten A multipliziert werden. Dabei werden die Anteile des Fehlers, bei denen die
zugehorigen Eigenwerte betragsméfig nahe 1 sind, am wenigsten geddmpft. Nach einigen Schrit-
ten des Jacobi—Verfahrens mit w = 1 bleiben die Anteile {ibrig, fiir die entweder k£ und ¢ beide
klein oder k£ und £ beide grof sind. Wegen cos m = —1 reduziert das Jacobi—Verfahren mit w = %
die Anteile fiir k, £ beide grofs. Es bleiben also nur niedrigfrequente Anteile, d.h. die langwelligen
Frequenzen des Fehlers, iibrig.

Wir beobachten also eine deutliche Abnahme des Fehlers, solange er oszilliert. Sobald der Fehler
,glatt ist, ist die Fehlerreduktion nur noch von der Ordnung 1—O(n~2), womit die Iteration fast
stagniert. Spéter wird sich zeigen, dass fiir Diskretisierungen elliptischer partieller Differential-
gleichungen Standarditerationsverfahren wie Jacobi—, Gauf—Seidel-, SSOR— oder cg—Verfahren
glatter sind.

Die Idee von Multigridverfahren ldsst sich folgendermafien zusammenfassen:

1) Fiihre einige Relaxations- oder Glattungsschritte auf einem Gitter €, mit Schrittweite h
durch (d.h. oszillierende Anteile des Fehlers werden geglittet). Hierbei kann beispielsweise
die Jacobi—Relaxation angewendet werden.

2) Transportiere den Fehler auf ein groberes Gitter Qg mit H = 2h (beachte: glatte Funktio-
nen konnen gut auf einem groberen Gitter approximiert werden).

3) Lose das Gleichungssystem auf Qp (direkt mit Cholesky, wenn das System klein genug ist,
oder sonst weitere Vergroberung).

4) Datiere die Losung von 1) mit dem Ergebnis von 3) auf.

Hierbei bezeichnet man den ersten Schritt auch als Glattung und die Schritte 2) bis 4) als
Grobgitterkorrektur.

Zweigitter—Algorithmus fiir konforme Elemente

Wir betrachten folgendes Variationsproblem, das wir schon aus Kapitel I aus der Vorlesung
Wissenschaftliches Rechnen II kennen: Sei V' ein normierter Raum mit Norm ||-||, a(-,-) bilinear
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2 Multigridmethoden

und stetig auf V. Weiter gebe es eine Konstante ¢ > 0 mit
a(v,v) > ¢|v|;,  auf VocV.

Sei nun V}, C ‘N/o mit dim V}, = Nj, < oo. Dann gilt

a(up,v) = (f,v) firallev eV, < Helgl J(v) = %a(v,v) —(f,v). (V)

Als Basisiterationsverfahren zur Losung des Systems
Au=f
betrachten wir
xFt = S(x*) + wD 7 := (I —wD 1A)x* + wD™If. (G)

Damit lautet der k-te Zyklus des Zweigitter—Algorithmus’: Sei u,(lk) eine gegebene Néherung an

up, in Vp,.

1. (Gldttung) Fiihre v; Iterationen von S durch, d.h.

ugf’l) =S uglk).

In der Regel gilt 1 <1y < 3.

2. (Grobgitterkorrektur) Setze H = 2h und berechne die Losung 0y der Variationsaufgabe

(VH) in VH:
min J(u(k’l) + vp).
v €EVyH h
3. (Aufdatierung) Setze ugﬁq) = uglk’l) + 0g.

Multigrid—Algorithmus fiir konforme Elemente

Zur Formulierung des Multigrid—Algorithmus sei die Zerlegung von ) so gewéhlt, dass die An-
satzraume geschachtelt sind:

VoCcWViC...CVp CT~/0,

max

wobei h = 2 fmax sei. Ziel ist es, die Losung von
Au="f

auf dem feinsten Gitter zu bestimmen. Dabei enthélt u die Entwicklungskoeffizienten u, € V}, =
Virax - Weitere Parameter im Algorithmus sind die Gitterebene ¢ und der Iterationszéhler k.

Wir betrachten den k-ten Zyklus auf der Ebene ¢, d.h. MGM, = MGM (¢, vy, va, ). Sei ugk)
eine gegebene Naherung in V.

1. Fiihre eine A—priori-Glattung mit v; Schritten durch:

uék’l) = S”luék).
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2.1 Multigridmethoden fiir Variationsaufgaben

2. Grobgitterkorrektur: Sei vy_; Losung der Variationsaufgabe (V;_1) auf der Ebene ¢ — 1:

_ min j(uék’l) +Up1).

V1€V

Ist £ =0 (grobster Raum), so lose exakt (direkter Loser) und setze 9y_1 = vp_1.

Ist £ > 0, so finde eine Approximation ¥y_; von vy_; durch p-fache Anwendung von
MGM,p_1 mit Startwert 0.

Setze dann uék’Q) = ugk’l) + Vp_q.

3. A—Posteriori-Glattung mit o Glattungsschritten
uék’g) = S”2u§k’2).

Setze uékH) = ugk’3).

Fiir 4 = 1 ergibt sich ein sogenannter V—Zyklus wie in Abbildung 3; p = 2 ergibt einen W—Zyklus,
wie in Abbildung 4 zu sehen.

14

(-1

Abbildung 3: Ein V-Zyklus.

Abbildung 4: Ein W-Zyklus.

Bemerkung: (i) Fiir £ =1 gibt es nur zwei Ebenen. Die Grobgitterkorrektur benutzt dann die
exakte Losung. Fiir £ > 1 findet eine approximative Grobgitterkorrektur statt. In der Konver-
genztheorie wird der Multigrid—Algorithmus als ,,gestorter Zweigitter—Algorithmus behandelt.
(ii) Bei ¢ > 1 findet eine Unterscheidung zwischen vy und vy statt. Praktisch ist bei W-Zyklen
meist nur vy > 0 vorhanden, bei V-Zyklen ist iiblicherweise v1 = 5.

(iii) Fir p = 1 erhélt man einen V-ZyKklus, fiir ;4 = 2 einen W—Zyklus. Bei den meisten Proble-
men ist der V-Zyklus schneller, der W—Zyklus ist jedoch meist stabiler.

(iv) Auf dem grobsten Gitter errechnet man die Losung exakt, z.B. mit dem Cholesky—Verfahren.
(v) Die Verwendung sehr grober Gitter ist sehr giinstig fiir die Konvergenz, auch wenn das Ori-
ginalproblem dort nicht definiert ist.
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2 Multigridmethoden

Ubergang zwischen Gittern

In Schritt 2 muss man den Ubergang von Vektoren und Matrizen bzgl. V; auf entsprechende
Objekte auf V;_1 durchfithren. Seien A, und f; die Steifigkeitsmatrix bzw. die rechte Seite des
Systems auf der Ebene .

Definition 2.1.1. Setze
Ap1:=1rAp  fr1:=rdy.

Dabei heiftt r = ry Restriktion und p = py Prolongation. Setze
k,1
de = fo— Aeug )

als Residuum.

Die Wahl von r und p hat erheblichen Einfluss auf die Konvergenzgeschwindigkeit. Bei konformen
Finiten Elementen ist p die Matrixdarstellung der Injektion

i: Vi =V

und 7 := p? die des adjungierten Operators.

Allgemeine Berechnung von M GM,; (Matrix—Vektor—Form)

Sei {¢g; | i=1,..., N} Basis von V; (z.B. ein kardinaler B-Spline bei einem uniformen Gitter
mit dem Generator ¢(x) = > axg (27 — k), was ¢pi(z) = ¢(2'z — i) impliziert). Wegen V;_1 C
keZ

V, C Vp existiert eine Matrix r € RNe-1XNe it
Ny
G-1i(x) = rigdey() miti=1,... Ny (2.1.2)
j=1

Beispiel 2.1.3. Sei

Dann gilt die Verfeinerungsgleichung

b(x) = 50(22) + 16(20 — 1) + 6(2r —2),

und man kann
du5(x) = o2z — j)
mit
supp ¢p; = [2775,27°(j + 2)]
setzen. Weiter ist
supp g1, = [27715, 27 (j 4 2)].
Aus der Verfeinerungsgleichung (2.1.2) folgt nun

1 1
o1 = 5@,21' + Gr2i41 + §¢€,2i+2

und damit ist r gegeben durch

3, fiir j € {2i,2i + 2}
Tij = 1, fiirj:2i+1
0

,  sonst
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2.1 Multigridmethoden fiir Variationsaufgaben

Im Folgenden leiten wir die Matrix—Vektor—Form von M G M, her. Das bei der Grobgitterkorrek-
tur zu lésende Minimumproblem

. k1) | ~
_ min J(UE ) 4+ V1)
Ue—1€Ve1

lautet in schwacher Formulierung: finde vy_1 € V;_1 als Losung von

a(uék’l) + Vg1, w) = (f,w) fiir alle w € Vp_;. (2.1.4)

Mit dem Defekt d definiert durch
(d,w) == (f,w) — a(uék’l),w) fiir alle w € V1
lautet das Problem analog: finde vy_1 € V;_; als Lésung von
a(vg—1,w) = (d,w) fur alle w € Vp_;. (2.1.4a)
Dies ist die Gleichung fiir den Defekt auf Level ¢ — 1. Ist insbesondere ugk’l) schon Loésung von
(Vi—1), so ist d = 0. In diesem Fall folgt vy_1 = 0, d.h. keine Grobgitterkorrektur.

(Schreibe folgendes gleich eleganter in Matrix-Vektor-Form)
Einsetzen von w = ¢y_1 ; liefert

a(Ve—1,pe-1:) = (d, pp—14) fiirallei=1,..., Ny

und Einsetzen der Darstellung (2.1.2) fiir ¢y_; ; auf beiden Seiten liefert

Ny Ny
> riaTe-n, o) = Y rijld, du ).
=1 i=1

Wegen
Ne_1

Vg1 = Z (Ve—1)m®Pe—1,m (2.1.5)

m=1

folgt (wobei wir auf der rechten Seite die Definition des Defekts einsetzen)

Ny Ne—y Ny .
~ 1
D rii Y alde—rms o) Te—1)m = Y _rij({f, deg) — a(uf™, o0 )).
j=1  m=1 j=1
Erneutes Ausnutzen der Verfeinerungsgleichung, zusammen mit (2.1.5) ergibt
Ny Ny No_q Ny
~ k1

SN rijaldens b)) rmt(Te—1)m = ¥ 1i;({f, beg) — a(u™V 6e;)).
j=1t=1 m=1 j=1

Mit (Ag)ji := a(gey, ¢e ) ist dies dquivalent zu
(rAe") Vo1 = rdg. (2.1.6)
Hierbei sind v,_; der Vektor der Entwicklungskoeffizienten von vy_; bezliglich der Basis

{e-1m | m=1,...,N;1} und dg := £ — Aul™). In diesem Fall ist Ay = rAp? diesel-
be Matrix wie ((a(¢¢—1,m,Pe—1+))m,t)- Nach der Grobgitterkorrektur ergibt sich somit

uék’z) = uék’l) + pvi_1. (2.1.7)

Damit lautet MGM, (k-ter Zyklus auf Level £ > 1) in der Matrix—Vektor-Form: Sei ugk) eine
gegebene Naherung in V.
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2 Multigridmethoden

1) Preconditioning:
uék’l) = S”luék)

2) Coarse—Grid—Correction: Berechne das Residuum dy = £, — Aguék’l) und die Restriktion

f;_1 := rdy. Lose dann
Apve =1f

mit A,y = rAysT wie folgt:

fiir £ = 0 direkt, dann ist v,_q = vy_q,

fiir £ > 0 berechne eine Approximation vy_; von vy_; durch p-fache Anwendung von
MGM,_1 mit Anfangswert 0.

Setze dann

k,2 k1 .
ué ) = ug ) + pve_q.

3) Post—Smoothing:
ultd) — gy ()

und

uék+1) k3)

—ul

In der klassischen Multigrid—Theorie leitet man r wie folgt her: » und p lassen sich iiber Inter-
polation definieren: Sei {¢y; : i} eine nodale Basis von V;, d.h.

¢Z,i(zf,k) = 05k Z,k = 1,...,Ng. (218)
Dann gilt fiir v € V}
Ny
v="Y 0(zek) k-
k=1

Also folgt mit der Wahl v = ¢y_1; € Vy_1

Ny
Go-1i =Y Sr-1i(zer)ber, i=1,...Ni, (2.1.9)
k=1

da Vp—1 C V. D.h. mit (2.1.2) folgt

Tk = (bg,l’i(Zg,k), k= 1, c. ,Ng, 1= 1, N Ngfl. (2.1.10)

Diese Definition des Restriktionsoperators ist auch giiltig fiir unstrukturierte, also nicht uniforme
Gitter. Man bendtigt allerdings immer noch die Giiltigkeit von Vy_1 C V.

2.2 Konvergenz von Multigridverfahren (klassische Theorie)

Ein Multigridverfahren hat Multigrid—Konvergenz, wenn der Fehler in jedem Iterationszyklus
mindestens um einen Faktor ¢ < 1 reduziert wird, wobei g # o(h) unabhéngig von der Diskreti-
sierung ist. D.h. insbesondere, dass die Methode fiir A — 0 nicht beliebig langsam werden kann,
so wie es bei Standarditerationsverfahren der Fall ist. g heift Konvergenzrate (convergence rate)
und ist ein Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit. In der Praxis kann man in Standardsitua-
tionen p ~ 0.1 erwarten.

Die Konvergenztheorie besteht aus zwei Teilen (vgl. [H1]):
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2.2 Konvergenz von Multigridverfahren (klassische Theorie)

o Gldttungseigenschaft (smoothing property): Es gilt die inverse Abschétzung (Bernstein—
Ungleichung)

51
157 vn]lx < h ﬁ;thHw (2.2.1)

wobei vy, € V3, und S ein Glitter wie in (G) sei. Dies wird kombiniert mit

o Approximationseigenschaft (approximation property): Es gilt die Jackson—Abschétzung
lon = wan|ly < h7llon ] x, (22.2)

wobei wyy, eine Grobgitterapproximation von vy, auf Vo, sei und 8> 0, h < 1.

Fiir grofe v und fixiertes = ist hy;f < 1 und unabhéngig von h. Verschiedene Beweise unterschei-
den sich in der Wahl der Normen ||-||y und ||-||y (wodurch § festgelegt wird), wobei |||y eine
stirkere Topologie als ||-|ly erzeugt. (Z.B. kann man wéhlen ||-||x = |||z und [[-[ly = [|-[|L,
was 3 = 1 impliziert.) Die Paare X und Y miissen so zusammenpassen, wie in Bemerkung 1.3.5
beschrieben. Man benétigt also zwei Mafse, um den Fehler zu messen: Die Grofse des Fehlers im
Sinne von (2.2.2) und die Glattheit des Fehlers im Sinne von (2.2.1).

Wir beweisen im Folgenden die Konvergenz des Zwei—Gitter—Verfahrens unter folgenden Annah-
men (2.2.3):

(i) das Randwertproblem ist H'(Q)— oder H}(Q)-elliptisch;

(ii) das Randwertproblem ist H?(Q)- regulir, d.h. es gilt u € H?(2); wird benétigt fiir Existenz
und Eindeutigkeit der Losung von (V);

(iii) es ist Vo, C Vj, € HY(Q);

(iv) es werden nodale (stiickweise lineare und stetige) Basen verwendet wie in (2.1.8):

nk(Zh,i) = Opi-

Diskrete Normen

In diesem Abschnitt werden je nach Bedarf die Schreibweisen V=V, und Vo, =V,_1 synonym be-
nutzt. Bisher wurde die Qualitdt der Approximation (Standard—Fehlerabschétzungen, Jackson—
Ungleichung, etc.) in einer hoheren Sobolev—Norm gemessen, wie etwa
i — <
v;gg/h [ UhHHl(Q) ~ hHUHHQ(Qp
wobei u Losung von (V') sei. Fiir die Approximationsabschétzung (2.2.2) ist || X || 42 nicht geeig-

net, da Vj, ¢ H?(£2). Wir nutzen daher eine alternative Hilbert-Skala auf dem Nj,-dimensionalen
Teilraum V},, die die Sobolev—Skala repréasentiert.

Beachte, dass fiir symmetrisch positiv definites A = Ay, die Matrix A? fiir alle s € R wohldefiniert

ist. D.h. A besitzt ein vollstdndiges System von Eigenvektoren {e;};—; .y mit Ae' = \e' und
N

(ef,e/) = ;;, wobei (-,-) das Euklidische Skalarprodukt bezeichne. Fiir jedes x = 3" ¢;e! € RY
i=1
folgt damit
A’x = AS(Z cie') = ZciAs b= Z ciAje'  fiir alle s € R. (2.2.4)
i=1 i=1 i=1

Daher definieren wir fiir A € RY*N symmetrisch, positiv definit und s € R auf RY eine Norm
durch
Ixll, = (x, A7)/, (225)
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2 Multigridmethoden

wobei (+,-) das Euklidische Skalarprodukt sei. Beachte, dass mit der Euklidischen Norm ||-|| =
|-, fiir x € RY

Ixl, = | 42| (2.2.6)

gilt, denn

x| = (x. A° Zczel,zcjx ) 202)\5—2 22 = |4
i=1

Eigenschaften 2.2.7 (von ||-||,). (i) Fiir s = 0 entspricht ||-||, der Euklidischen Norm, also

Ixllo = x| fiir alle x € RY.

(i) ,,Logarithmische Konvexitat“: Fiir r, s,t € R mit s = %r + %t gilt
1/2y o nl/2
Il < x>l

und
| (x, A%) | < 1=l ¥l

fiir alle x,y € RY, denn zunichst gilt
|(x, A%) | = | (472, 42y) | < [ ar2x | a2y | = g iy

Die erste der behaupteten Ungleichungen folgt dann aus der zweiten mit y = x und durch
Radizieren, d.h.

s 1/2
Ixll, = | (x, A%%) [Y2 < 1% )| 22)1x 1172

Diese Eigenschaft heifst logarithmische Konvexitat wegen folgender Interpretation: fiir festes
x € RV ist f(s) = log||x]|, konvex, denn aus der ersten Ungleichung folgt

—_

1 1
7(s) = 1og Ixll, < log(IxIIX/2Ix1Y/2) < 5 (og Ixll, +log Ix1l,) = 3£() + 5 £(¢).

\V]

Aus der Stetigkeit von f folgt nun die Konvexitat.
(iii) Monotonie: Sei a; > 0 Elliptizitatskonstante, d.h.

(x, Ax) > oy (x,x)  fiir alle x € RY,

Es gilt fir t > s

o' )

|xll; = oy "l

denn speziell fiir a; = 1 gilt mit (2.2.6)
N
2
Ix1% = 3" (eny)? < Il

=1

s/2

dal=oa; <\ und A )\t/Q fiir s < t. Fiir ay # 1 folgt die Eigenschaft iiber

_ 2 - 2
o' Ix1} = (x, (a7 4)'x) = || (77 4)"2x | = |[(a7 " 4)2x || = ap*lIxI2.
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2.2 Konvergenz von Multigridverfahren (klassische Theorie)

(iv) Shift-Eigenschaft: die Losung x von Ax = b erfiillt
I%lls2 = bl fir alle s € R,
denn

I35 = (x, A°7x) = (Ax, A°Ax) = (b, A°b) = ||b||3.

Mit [|-]|, kann man jetzt ohne weitere Annahmen folgende Glattungseigenschaft der Richardson—
Iteration zeigen:

Lemma 2.2.8. Fiir den Relaxationsparameter w > Apax(A) fir die Richardson—Relaxation
nehme an

1
x/Th = (I - = A)x¥
w
Dann gilt fiir beliebige s, € R mit ¢t > 0
I llye < 2|0, (2.2.9)
mit
too t/2
N
Beweis: Betrachte die Entwicklung von x° in einer Orthonormalbasis von A4, d.h. x? = " ¢;e’
i=1
Daraus folgt
v v
x¥ = <I— > XOZZCZ' <1—> e
i=1
Damit ist
al A AR\ Ai
) . .
IxlZ,0 =D AT = ) e)? =ty ()1 = )N,
; w — " W w
=1 i=1
was wegen 0 < % =: ¢ <1 abgeschitzt werden kann zu
< w! max {g QV}Z)\ : (2.2.10)

0<e<

Wir schéitzen nun den Term w! Orgggl{ft(l — €)%} weiter ab. Bestimme dazu Olzléax f(&) mit
(&) = €1(1-€)%. Bs ist bekannt, dass Orgéaé(lg(f) mit g(&) = £(1—&)P in Epax = p+1 angenommen

wird. Auferdem gilt
1 1
9g(—=) < —,
p+1 pe
denn es gilt e = lim (1+1)" < (1+ %)pﬂ. Dies ist richtig, denn offensichtlich gilt e = lim (14
n—oo pP—00
%)pﬂ. Zu zeigen ist nun also noch, dass die Ableitung der Funktion h(p) := (1 + %)pﬂ kleiner

oder gleich Null ist, fiir alle p > 0. Dazu berechne h'(p) = In(1 + %)(1 + %)p“ - (m_l)(;ijl/p)p.
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2 Multigridmethoden

Nehmen wir nun an, es gilt h'(p) <0, so ist

1 1 D(1+1/p)P
1n(1+7)(1+7)p+17(p+ )( 2"" /p) <0
p p p
1., p+1 p+1
<— In(l+ - <
( p)( » ) e
1 1
— In(l+-)<-
p p
o o0
1 1 1
_ 1/p _ - —
— 1+ exp /P = Rl 1 p+zpkk!
k=0 k=2
=1
— 0L —
_;pkk!

Da nun p > 0 ist, konvergiert die Summe gegen 0, und somit ist wie behauptet h'(p) < 0 fiir
p > 0 und damit ist h(p) eine monoton fallende Funktion und obige Ungleichung gilt.

Mit p = 2 und f(£) = (g(£))* folgt nun

F(mas) = 9(Eman)’ < (;) _ (2’5)

Insgesamt ergibt sich also

¢ t
1 < () <IN

Das folgende Lemma klért den Zusammenhang zwischen ||-||, und der Sobolevnorm ||-|| .

Lemma 2.2.11. Sei T, eine Familie uniformer Zerlegungen von 2 C R™ mit zugehdrigen Ele-
mentrédumen V3. Sei {¢p; | i € I} eine normalisierte nodale Basis von V},, d.h.

Oni(zn;) = h~"25; fir i,j =1,..., Ny, (2.2.11D)
mit z,_; € Tp. Dann ist fiir vy, € V},

1/2
lonllo = (h"Z(vh(zh,i)V) :

7

Desweiteren gilt
lonll ) ~ Nlonllo (2.2.11a)

unabhéangig von h.

Im Folgenden beschrianken wir uns auf den Rahmen der Randwertprobleme zweiter Ordnung
(V). Fiir vy, € Vj, gelte wie in (2.2.5)

lonlls = (vn, A%0n).
Insbesondere ist
lonll? = (vn, Apor) = a(vp, vp) ~ thH%{l(Q) fir alle vy, € V. (2.2.12)

Zusammenfassend: fiir s = 0,1 sind [|-[|; und [|-|| ;s dquivalente Normen. Dies gilt aber fiir
s > 1 nicht mehr. Damit erhalten wir
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2.2 Konvergenz von Multigridverfahren (klassische Theorie)

Lemma 2.2.13. Es gelten die Voraussetzungen aus Lemma 2.2.11. Dann gilt fiir die Eigenwerte
und die Konditionszahl von Ay,

)\min(Ah) S 17 Amax(Ah) S h_2a

woraus
ko(Ap) < b2 (2.2.14)

folgt.
Beachte: Diese Abschétzungen sind scharf in dem Sinne, dass A2 nicht verbessert werden kann.

Beweis: Da A; symmetrisch positiv definit ist, folgt

2
A i [[vn |
Amax(Ah) = Ssup M = mvhml 5 S ﬂ < -2
opekn (Onn)  wekn Jlopllg ™ onevi lvallZ, )
Entsprechend gilt
2
A Vh
Aain(An) = g oAnn) oo ol
v ER™ (Uh,vh) vRLEVR ||UhHL2(Q)

was £ (Ap) < h~2 impliziert. .

Damit folgern wir

Korollar 2.2.15 (Glattungseigenschaft). Die Richardson—Relaxation
1
x/Th = (I — = Ap)x”
w
mit w = A\pax(Ap) erfiillt

h—2
Il < "~ 1< 2210

Beweis: Anwendung von Lemma 2.2.8 mit s = 0, ¢t = 2 liefert

. (umm(Ah))” _ Amax(A)

2e e

und v /2 = 1, n

Approximationseigenschaft

Die Qualitdt der Grobgitterkorrektur kann in ||-||, gemessen werden. Wesentliches Hilfsmittel ist
hier das Dualitétsargument von Aubin—Nitsche (siche Wissenschaftliches Rechnen II, Kapitel 2).

Lemma 2.2.17. Sei v, € Vj, und ugp, € Vop, schwache Losung von

a(vp, — ugp,w) =0  fiir alle w € Vi (2.2.17a)

Sei 2 konvex oder habe glatten Rand. Dann gilt

lon = wznl gy S 20llonll; (2.2.18)

und
lvn = uan |l 1,0) < 2hllvn — v2n | g1 (o)- (2.2.19)
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2 Multigridmethoden

Beweis: Das Problem ist H2? regulir. Somit liefert das Aubin-Nitsche-Argument Gleichung
(2.2.19). Fiir (2.2.18) betrachte

at|lvp, — U2h\|?{1(g) < a(vp — ugp, vy — ugp)
a(vp, — ugp, vp)
(’Uh — U2h, AUh)

< Nlon = uanllollonll,
S llvn —uanllp, ) llonlls
< 2hf[vn = uon |l gy llonlls-
Division durch [Jv, — uap || 1) liefert die Behauptung. n

Konvergenzbeweis der Zweigittermethode

Korollar 2.2.15 und Lemma 2.2.17 ergeben Gléattungseigenschaft (2.2.1) und Approximationsei-
genschaften (2.2.2) mit |||y == |-lg, |-lly = I-lys 8 =2 und v = 1. D.h.

h—2
15" vnlla S =~ lwnllo

und
lvon — uanllg < h2lonll,-

Satz 2.2.20 (Konvergenz der Zweigittermethode). Es gelten die Voraussetzungen (2.2.3). Dann
gilt fir die Zweigittermethode mit Richardson—Iteration als Glatter (d.h. w so, dass Apax(Ap) <
W < Amax(Ap) ist):

Hugk—&-l) _ Uh’

~

L2(Q) 141

k
u - uh‘
h La()’

wobei 11 die Anzahl der Vorglattungsschritte ist.
Hier werden also zwei Losungen nach einem Durchlauf der Zweigittermethode verglichen.

Beweis: Die Definition der Richardson—Iteration ergibt fiir einen Vorglattungsschritt nach Lem-
ma 2.2.19a (noch hinzuzufiigen)

1
u%k’l) —up = (I — ;A)m (uglk) —up).

Mit Korollar 2.2.15 und (2.2.11b) folgt

h—2 h—2
e =l < S = ], = S (2221)
2 1% 0

~ oy Lo(Q)

Nach Definition der Grobgitterkorrektur ist ugk’Q) = ugc’l) + ugp, wobei ugp, Losung von (2.1.3)
a(uglk’l) + uop, w) = (f,w) fir alle w € Vo,
ist. Weiter 16st uy, die Variationsaufgabe
a(up,w) = (f,w) fir alle w € V.
Wegen Vo, C V3, und liefert die Subtraktion der beiden Gleichungen

a(ul™ + ugp, — up,w) =0 fiir alle w € Vay,.
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2.2 Konvergenz von Multigridverfahren (klassische Theorie)

(k1)

Anwendung von Lemma 2.2.17 fiir Vj, := u — uy, liefert

(k,2) (k,1)

ulPD oy, H’Q (2.2.22)

i iy =71

H“ @ = hH“W) o

Lo
Das Postsmoothing schétzen wir nur grob ab: Es gilt

< =l

S

oo

da das Richardson—Verfahren konvergent ist. Daraus folgt

o =l < fl =]

0

und aufgrund der Aquivalenz der Normen folgt weiter

i -

o 1| )
<l = wnf], < w2n7 0 ull
La(Q) Y Ynllly = vy, U th

Q) = Hugkg) B uh‘

Lo La(Q)

Alternativer Kurzbeweis: (fiir eine geringere Konvergenzrate v /2 und ohne II-ll;) Beach-
te, dass die Glittungs- und Approximationseigenschaft fiir X := HY(Q) und YV := Ly(Q), d.h.
[-lx = Il g2y und [[-[ly- = [ £, (), mit 8 =1 und y = 1/2 gelten. Die Approximationseigen-
schaft (2.1.2) folgt aus dem Aubin—Nitsche-Lemma

lvn — u2nl 1, < Bllvn — ol 1) < hlonll g q)-

Weiterhin kann Lemma 2.2.8 fiir die Richardson-Iteration fiir ||- HLQ(Q)a IE HHl(Q) auch ohne |- |,

gezeigt werden. Es ist
—1/2 0
I ey < v 2120 1y -

(Nutze hierzu |[v[| g1(q) ~ a(v,v) = (Av,v) und die ON-Basis-Darstellung 20 = Y cie; aus.)
Der Rest des Beweises folgt wie vorher. "

Variante in Matrixform

Wir verwenden die Terminologie aus [H1|. Insbesondere gehore Aj, zum feinen Gitter und Agyyp,
zum groben Gitter. Die Matrixdarstellung der Zweigitteriteration ist

ugﬁq) —up = M(ugk) — up) (2.2.23)
mit
M = S"2(I — pAylrAp)S" = S (A1 — pAyir)ApS™,

wobei pA;hlr die Grobgitterkorrektur beschreibt. Die Voraussetzung der Approximations- und
Glattungseigenschaften ldsst sich in der Form

h72
| ApS™|| < C— A" = pAy)lr| < Ch? (2.2.24)
1
formulieren. Mit ||.S|| < 1 folgt die Kontraktionseigenschaft
1
IM|| <C—<1
"

fiir v1 geniigend grof, d.h. die Vorgléttung ist entscheidend. Der Beweis von (2.2.24) folgt hinsicht-
lich der Glattungseigenschaft wie in Lemma 2.2.8 und hinsichtlich der Approximationseigenschaft
wie in Lemma 2.2.13 mit || Az, = ||z ],
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2 Multigridmethoden

2.3 Konvergenz bei mehr als zwei Level

Beim Konvergenzbeweis der Zweigittermethode wurde die Grobgitterkorrektur iiber einen exak-
ten Loser berechnet. Dies funktioniert nicht mehr fiir mehr als zwei Level. Daher interpretiert
man Mehrgitterverfahren mit mehr als zwei Level als ,,gestorte” Zweigittermethoden und schétzt
die Groke der Stérung ab.

Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung der Konvergenzrate g, fiir Mehrgittermethoden mit ¢
Wechseln von Gittern, d.h. mit ¢ + 1-vielen Gittern. Also

Hugkﬂ) — WH < QgHugk) —upl|, (2.3.1)
wobei ||-|| irgendeine Norm bezeichnet. Sei uy € V; die gewiinschte Losung von Apu, = f; auf

dem feinsten Level 7.

Im Folgenden nehmen wir an, dass die Konvergenzrate o1 der Zweigittermethode bekannt ist
(z.B. aus Satz 2.2.20 g1 = 1/1_1). Die Strategie ist nun, g, aus g1 durch Induktion zu berechnen.

Eine Rekursionsformel fiir g, fiir den W-Zyklus

Eine Glattung mit der Richardson—Iteration liefert offenbar

o el < o = e

Im Folgenden sei ||-|| = |-||,- Wir vergleichen die tatséchlich berechnete Grobgitterkorrektur
ugk’z) mit der exakten Grobgitterkorrektur ﬁgkﬁ). Wir wissen bereits
)@ékﬁ) - WH < QlHuék) — wH (2.3.2)

Zusammen mit (2.3.1) ergibt sich unter Verwendung der Dreiecksungleichung

Hugk’l) WH + HW — u§k 2) H (2.3.3)

IN

o - a2

IN

k
o =] + e[ =]

(14 QI)HUEk) — WH

Die tatsédchliche Grobgitterkorrektur unterscheidet sich von der berechneten Grobgitterkorrektur
nur durch den Fehler auf Level ¢ — 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist der relative Fehler auf
Level ¢ — 1 hochstens tal, d.h.

(k1) _

£2) (k2
[ = 2| < oo

(2.3.4)

wobei p = 1 fiir einen V-Zyklus und p = 2 fiir einen W—Zyklus steht. Damit folgt

R e
< o 1” (k1) 1(21@,2) +Q1Huék)_WH
B R
< (o) (14 01)+ 01) ugk)—ueH.
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2.3 Konvergenz bei mehr als zwei Level

AnschlieRend wird aufdatiert u'* ") = u{*? Speziell fiir den W-Zyklus ist

(k+1)
14

k
Hu —WH §(9371(1+91)+91)Hué)_ufH'

Die Konvergenzrate fiir den W—Zyklus ist dann gy mit

00 < 01 (1+ 1) + o1
Damit haben wir folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 2.3.5 (Rekursionsformel fiir W-Zyklus). Fiir die Mehrgittermethode MGM; mit W-
Zyklus und Level ¢ > 2 ergibt sich fiir die Konvergenzrate gy in (2.3.1) die Abschétzung

o0 < 071 (1+ 00) + 01. (2.3.6)

Damit ist die Konvergenzrate unabhéngig von /¢, solange o1 geniigend klein ist, d.h. geniigend
viele Iterationsschritte im Presmoothing gemacht werden.

Satz 2.3.7 (Konvergenz MG M, mit W—Zyklus). Fiir die Konvergenzrate der Zweigittermethode
gelte o1 < % Dann ist die Konvergenzrate fiir den W—Zyklus
fir £ =2,3,...

o0 < z01 <

w| ot
W =

Beweis: Der Induktionsanfang ¢ = 1 ist klar. Fiir den Induktionsschluss (£ — 1) — ¢ betrachte
1\? 1y 1 1
<o (1 <(=) (14+=)+=-==.
00 < 07-4( +Q1)+Q1_<3> < +5>+5 3

Damit gilt: Ist die Anzahl der Glattungsschritte im Presmoothing groft genug, so ist o1 < % Also
folgt die Konvergenz mit Satz 2.2.20 unter denselben Voraussetzungen. "

Fiir die Energienorm [|-||; ~ ||| ;1 (q) lésst sich eine erheblich bessere Rekursionsformel beweisen:
Fir MGM,y mit =1 (V-Zyklus) und p = 2 (W-Zyklus) gilt

0 <ot +o" (1—0}) fir£>2. (2.3.8)
Satz 2.3.9. Erfiillt die Konvergenzrate der Zweigittermethode o1 < %, so folgt
Qeéggléo.G fiir £ > 2
im Fall des W—Zyklus.

Aufgrund der Rekursionsformel (2.3.8) kann man fiir den V-Zyklus und z.B. fiir gy = % nur
sup o¢ = 1.0 zeigen. Die Werte fiir die g wachsen in diesem Fall duflerst schnell, wie folgende

4
Tabelle zeigt:

z‘ 1 2 3 4 5 sup o¢

4
W-Zyklus | 0.2 0.2038 0.2041 0.2042 0.2042 0.2042 (2.3.10)
V-Zyklus | 0.2 0.280 0.340 0.389  0.430 1.0

In der Energienorm kann man fiir den V-Zyklus eine bessere Konvergenzrate als 1 zeigen.
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2 Multigridmethoden

Konvergenzbeweis fiir den V-Zyklus

Es ist moglich, eine kleinere Konvergenzrate als 1 fiir den V—Zyklus zu beweisen unabhéngig von
der Anzahl der Level. Dazu braucht man allerdings ein verfeinertes Argument. Dies hat aber den
zusétzlichen Vorteil, dass man nur einen Glattungsschritt braucht. Wir fithren den Beweis fiir
die Energienorm

lonll := llonlly = (va, Apvn) ~ lon ]l g1 (-

Satz 2.3.11 (Konvergenz MGDM, (Braess, Hackbusch 1983)). Es gelten die Voraussetzungen
aus (2.2.3). Dann gilt fiir die Lésung von MGM, (V- oder W—Zyklus) und die Konvergenzrate

™ =]

IN

k
o =]

1/2
00 < 0so = (C+C2V1> fir ¢ =0,1,2,...,¢c# c(l,11)

fiir die Richardson—Iteration mit Apax(A) < w < CApax(A) und 14 Vorglattungsschritten.

Der Beweis dieses Satzes basiert auf einigen Lemmata. Zunéchst definieren wir das Glattheitsmaf
fiir Funktionen in Vj:

__1 el
Bz Bloy) = 4 L T o TS 0 70 (2.3.12)

0, falls v, =0

Beachte: Es ist 0 < 8 < 1 und § ist eine Konstante unabhéngig von h, denn wegen Lemma 2.2.13

ist Amax (An) ~ 7% und [Jop |3 ~ h=2[Jvp||?, woraus X 1(A o h? folgt und damit
max h

2
L ol
Amasc(An) o I}

unabhéngig von h.

Fiir glatte vy, ist § nahe bei 1, da in diesem Fall || vy, mg ~ ||vp, W% Fiir stark oszillierende Funktionen
ist aber [ vy, ||, grof gegeniiber ||vp |, d.h. 8 ist nahe bei 0.

Der Faktor 8 bestimmt die Menge an Glattungen in jedem Glattungsschritt. Da die Verbesserung
sukzessive kleiner wird im Glattungsprozess, ist die Grofse von 8 nach der Glattung entscheidend.

Spéter wird sich herausstellen, dass =1 (ﬁ) 2 liefert.

Lemma 2.3.13. Die Glattung mittels Richardson—Relaxation liefert fiir w = Apax(Ap)
|S¥v|| < [B(S*0)]" |lv]l  fiir alle v € V.

Beachte: In Lemma 2.2.8 galt die Abschétzung

Noge < v 2[|2°] -

m T s+t

Hier steht auf beiden Seiten aber dieselbe (Energie—)Norm.

Beweis: Betrachte eine Spektralzerlegung von v = ). c;e;, wobei {e;} eine Orthonormalbasis

sei, und definiere
Hi )\max(Ah) ‘
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2.3 Konvergenz bei mehr als zwei Level

Die A; seien die Eigenwerte von Aj und nach den Voraussetzungen an w = Apax(Ap) sind die y;
Eigenwerte von S. Nun ist

2 2
IS vl = 15" vllf = Y Aiwd” | il
%

Mit g =2v+1und p = % und Ausnutzung der Hélder—Ungleichung kann man dies abschétzen
zZu

_1 _2v
= > (Nl P) T ()

7

_1 v 37"
(Z (Az‘ | ci |2)2V1+1(2y+1)> o <Z <()‘z lci \2)2311 M?'j>2;1> o

(2 7

sy b7y
= <Z | ci !2> (Z ()\i | ci !2) M?Hl)

(2

IN

_2v
= o) |57
Damit folgt also
_2v
570l < ||s o[ o) =
2v
e ] AR et N B
2v
[SY2(5") |
= || < |[T—] v (2.3.14)
157l

Da S selbstadjungiert ist und mit A kommutiert, folgt
1

2
Hsl/QwH — (82w, ASY?w) = (w, ASw) = (w, Aw) — —— (w, A%w) = B(w)|w].

Amax
Daraus ergibt sich

| 720|| = VB@)lw].
Mit (2.3.14) und w = S”v folgt dann die Behauptung

2v
1570 < (Vﬁ(s ol S ”“) loll = (B(S*0))"” o]l

157 o]l

Die Qualitat der Grobgitterkorrektur kann auch mittels 5 abgeschétzt werden. Dazu bené6tigen
wir

Definition 2.3.15. Setze w™ := ulg’m —up, m=0,1,2,... und @™ := ﬁlg’m — uy. Hierbei sind

ulg’m die berechnete und ﬁ?’m die exakte Grobgitterkorrektur.
Lemma 2.3.16. Fiir die exakte Grobgitterkorrektur gilt

}wl |} = min{ey/1 = Bw?), l}le |

[ =] < minfhut) 2

27
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2 Multigridmethoden

Beweis: Wegen (2.2.18) weifs man bereits

. . k.1 1
ol = [l = wel] < cnffu” =], < 0zl
2 )\max
Desweiteren vergrofert die Grobgitterkorrektur nicht die Energienorm des Fehlers. Also folgt die
Abschétzung. Die zweite Abschitzung ergibt sich mit der Definition von 3 aus (2.3.12). ]

Rekursionsformel 2.3.17. Unter den Voraussetzungen des Konvergenzsatzes 2.3.11 gilt

2 2 2 2 . 2
0; < 021??15 Yo"y + (1= g)")) min{1,¢*(1 — B)}],

wobei ¢ die Konstante aus vorigem Lemma 2.3.16 sei und g = 1 flir den V-Zyklus sowie p = 2
fir den W—Zyklus steht.

Beweis: Die Aussage folgt aus Lemma 2.3.13 (Glattung) und 2.3.16 (Grobgitterkorrektur) zu-
sammen mit 5 < 1. n

Beweis von Satz 2.3.11: Mit Induktion iiber ¢ fiir p = 1.

¢ = 1: Die Zweigittermethode erfordert nach dem alternativen Kurzbeweis von Satz 2.2.20 bei
einer Konvergenzrate o1 ~ v~/2 mindestens v = 2, also g < 1.

¢ —1 — /¢ : Nach Induktionsvoraussetzung ist

2 C
Q1= c+ 2

Einsetzen in 2.3.17 ergibt

2 2v
< max —
e = B€[0,1] f [c + 211

c 2v
Ty A (8 (1t ele+ 20)(1 — )

C
C—|—21/1.

+ (1= 07 4)c*(1 = )]

IN

Setze nun f(B) := B?(1 + c(c + 2v1)(1 — B)). Dies ist eine stetige, monoton steigende Funktion
mit f(0) =0 und f(1) = 1. Daher ist der max—Term immer < 1. Dies gilt fiir jedes ¢, also auch
fiir £ — oo. n

Beachte: bereits ein Vorglattungsschritt reicht fiir die Konvergenz aus.

Die folgende Tabelle zeigt die Konvergenzraten g, fiir den V-Zyklus fiir v; = 2. Die letzte Spalte
zeigt den W—Zyklus:

c |[t= 1 2 3 4 5 6 7T 8

0.5 1432 174 189 199 205 210 214 217 .243 | .1437 (2.3.18)

1 2862 .340 .366 .382 .392 .400 .406 .410 .448 | .2904
Bemerkung. 1. Beim W-Zyklus werden niedrigfrequente Anteile effizienter behandelt als

beim V-Zyklus (glatte Anteile bedeuten: 8 fast 1, d.h. die Abschidtzung von ,_0? auf der
rechten Seite ist fiir dieses § nahe bei 1.) bei einer grofen Anzahl an Level sollte man da-
her zwischendurch einen W—Zyklus einschieben. Beachte, dass beim W-Zyklus die Anzahl
arithmetischer Operationen etwa 50% hoher als beim V-Zyklus ist.
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2.4 Nested Iteration (Geschachtelte Iteration, Kaskadisches Mehrgitter)

1/2
2. Aufgrund der Kontraktionsrate g, < (ﬁ) verhilt sich die Kontraktion fiir grofe 1

wie flir vy 2 Fiir Pre- und Postsmoothing mit ¥ = v; = v, kann man zeigen, dass die
Kontraktionsrate dann v~ ist. [Braess, Hackbusch, 1983]

3. Ist die Regularitédtsannahme (2.2.3) nicht erfiillt, so kann man nur eine niedrige Konver-
genzrate zeigen.

4. Bank, Dupont, Yserantant, [1988] benutzten Mehrgitterverfahren als Vorkonditionierer in
cg—Verfahren bzw. als Hierarchische-Basis—Vorkonditionierer. In diesem Fall ergibt sich
eine Konvergenzrate von 1 — O((log +)F) anstelle von O(h™2).

2.4 Nested Iteration (Geschachtelte Iteration, Kaskadisches Mehrgitter)

Bisher haben wir die Multigrid-Methode nur als rein iteratives Verfahren betrachtet. Die
Multigrid—Idee kann aber auch zur Gewinnung von Startwerten benutzt werden.

1.) Die Losung uy_1 auf Level £—1 ist ein guter Startwert fiir die Iteration auf Level £. Tatséchlich
braucht die Losung wuy_q nicht exakt bestimmt zu werden. Eine gute Approximation fir wuy_;
reicht aus.

2.) Eine Finite Elemente—Approximation uy, braucht nur bis auf Diskretisierungsfehlergenauigkeit
||up, — ||, nicht aber bis auf Rundungsfehlergenauigkeit bestimmt zu werden. Z.B. kann man
iterative Verfahren stoppen, wenn

gilt.
Mit diesen beiden Ideen lassen sich Algorithmen konstruieren, bei denen die Anzahl arithmeti-

scher Operationen nur linear mit der Anzahl der Unbekannten ansteigt.

Algorithmus 2.4.1 (Nested Iteration NI;). (Zur Berechnung eines Startwerts vy auf Level
¢ >0.) Falls £ = 0, bestimme vy = ug = Aalbo und stoppe.
Fir ¢ > 0:

e bestimme approximative Losung vy_q der Gleichung
Ap_1ug1 =bg1

durch Anwendung von NI,_;.
(0)

e bestimme Prolongation von vy_q : v, 1= pvs_1.

e mit le°> als Startwert wende g Schritte M GM, (V-Zyklus) an und setze v, = véq).

MGMs;
1 MGM,

MGM,
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2 Multigridmethoden

Im Folgenden sei angenommen, dass die Konvergenzrate o = g, fiir MGMy 0 < % erfillt. Dann
wird nur ¢ = 1 Schritt in 2.4.1 ausgefiihrt (ansonsten g Zyklen, so dass sich die Konvergenzrate
0! < % einstellt).

Satz 2.4.2. Die Finite Elemente-Approximation u;, € V), erfiille

lu = uell < Ch|lull g,

und die Konvergenzrate p sei kleiner ; bzgl. ||-||. Dann liefert Algorithmus 2.4.1
50
— || < Ch? :
[ve — uell < 1 1p

Beweis: Induktion iiber ¢. Es ist vy = ug per Definition.
{ —1 — ¢ : Die Induktionsvoraussetzung fiir £ — 1 impliziert mit hy_1 = 2hy

50 2
L —wq] < 2hy)?.
Jve—1 — we 1H_01_4Q( he)

Nach Voraussetzung ist
lu —uer| < CQhe)*,  [lu— | < Ch.

Daraus folgt

0
[0 e < Noemr ool + s =l + e — ]

< O 39494@ +4h2 + h2
— C5R2 (1 fig +1> = Cs _4Qh§.
MGM reduziert den Fehler um den Faktor g, d.h.
Joe = el < ofjof” — e
Damit folgt die Behauptung. "

Komplexitat

Unsere Analyse betrachtet den Fall, dass die Anzahl arithmetischer Operationen fiir (2.4.3)
(i) Glattung in V; (Anwendung von S),
(ii) Prolongation von V;_; nach V,_q,
(iii) Restriktion von V; nach Vy_q

von der Grofenordnung cNy ist, wobei Ny = dim V, die Anzahl der Unbekannten auf Level £ ist.
Beachte, dass die Anzahl arithmetischer Operationen fiir eine Anwendung von S proportional zur
Anzahl der Nichtnulleintridge in Ay ist. Diese ist proportional zur Anzahl der Unbekannten fiir V;
fiir affine Finite Elemente auf uniformen Gittern. Desweiteren sind Prolongation und Restriktion
noch diinner. Daraus folgt, dass die Anzahl arithmetischer Operationen auf Level £ < (v +1)eNy
ist, wobei 11 die Anzahl der Glattungsschritte ist.
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2.4 Nested Iteration (Geschachtelte Iteration, Kaskadisches Mehrgitter)

Die Kosten fiir MGM, fiir ein Gitter C R? iiber alle Level betragen daher: Transfer von Level
¢ nach ¢ — 1 verkleinert die Anzahl Unbekannter um den Faktor % = 272, Insgesamt folgt mit
obigem fiir MG M, daher:

4
(1 +1)e(Ng+No—y + Ne—o +...) §(V1 +1)eNy  fiir den W—Zyklus und (2.4.3)

(1 +1)e(Ng+2Np—1 +4Npo+...) < 2(v1+1)cNy  fiir den V-Zyklus (2.4.4)

IN

zuziiglich der Lésung von Agug = fy auf dem grobstem Level. Da dieses in der Regel sehr klein
ist, wird es im Folgenden vernachléssigt.

Die Berechnung der Startwerte mit NI, kann genauso analysiert werden: Wegen Ny = iNg
steigt der Aufwand beim Wechsel auf das nédchstfeinere Gitter um den Faktor 4. Daher betrégt
der Aufwand fiir die Berechnung eines Startwerts auf Level ¢ mit NI, C%Ng (kein Smoothing
auker in MGM,).

Bemerkung: Fiir die Behandlung der oszillierenden Teile in einem V-Zyklus ist es oft besser,
eine symmetrische Variante von NI, zu benutzen, die vor und nach Berechnung von Ay _jup_1 =
fr_1 einen Zyklus M GM, verwendet.

Full Multigrid: NI, + MGM;, ist oft noch effizienter als M GM,. Allein ist M GM, als Vorkon-
ditionierer fiir cg—Verfahren niitzlich.

Satz 2.4.5. Nested Iteration in Verbindung mit Wavelet—Ansitzen: Auf jedem Level ist A,,u = f
zu losen mit wohlkonditioniertem A, d.h. nur Lésung iterativ bis auf Diskretisierungsfehlerge-
nauigkeit berechnen (feste Anzahl Iterationen, da wohlkonditioniert); Losung prolongieren und
weiter auf néchst feineren Level rechnen.

Ein kaskadischer Multigrid—Algorithmus fiir Variationsungleichungen

Variationsungleichungen treten bei Kontakt— und Hindernisproblemen (Signorini’s Problem) auf.
Betrachte die Variationsungleichung

/ %[(sz) — fv]dz — min auf
Q

v(z) = g(x) auf I'p C 0N
v(z) > P(z) fir x € Q>,

wobei 2> C €2 oder Q> C 9. Die Losung u ist charakterisiert durch
(Vu, V(u =) = (f,v = u),
wobei (-,-) = (+,*)r, und
u,v € K 1= {UGHI(Q) | v>d¢auf Qs, v=gaufI'p}.

Fiir eine Diskretisierung mittels (bi-)linearer Finiter Elemente auf einem endlich dimensionalen
Teilraum V}, betrachte

Kp :=A{vy, € Vi, | vp, > ¢y, auf Q>, vy, =gp auf I'p},
und die diskrete Ungleichung
(Vun, V(un —vp)) = (fp,vn — un).
Definiere 97 := (..., %(z;),...)T € V},. Dann gilt:
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2 Multigridmethoden

(1) Es existiert genau eine Losung (da die Gleichung elliptisch sowie das Gebiet abgeschlossen
und konvex ist);

(2) Diese Losung ist charakterisiert durch:

(i)

(Av — ) (v — 7)) = 0.

(iii) besagt, dass immer (komponentenweise) eine Ungleichung scharf ist.

Projektives Gaul-Seidel-Verfahren (PSSOR)
Firi=1,...,dim(A) und ¢ = dim(A),..., 1 setze

w
V; maX(@Z)Z-, v; + ?ﬂ(bl — Z aijvj)).
J

Bemerkung: Das PSSOR konvergiert, wenn auch langsam. Das MGM bringt nicht zwingend
Effizienz.

Fakt: m; = (2 + €)my_1 Glattungsschritte auf Level ¢ geniigen.
Algorithmus: cMGM

1. Approximiere vy auf Level 0 ,gut {iber Sj,.

—_ 3L—€

2. Fur ¢/ =1,..., L prolongiere vy_1 — vy my my, Schritte von S}, aus.

Bemerkung: Es weist einiges auf grofere Robustheit eines cg—Verfahrens als Glatter hin. Am
Anfang der Iteration auf Level £ > 1 ist der Fehler etwa uop — uy. Der diskrete Fehler ist etwa
up, ~ %(ugh — up,). Daraus folgt, dass auf dem feinsten Level die Reduzierung des Residuums um
den Faktor 10 einer Losung mit einem Fehler von é des Diskretisierungsfehlers entspricht. Dies
lasst sich nach wenigen Iterationen erreichen (Multigrideffizienz). Experimentell stellt sich heraus,
dass sich die Startresiduen von Level zu Level halbieren. Daraus folgt die a—priori-Schranke

1
Residuum < 1—00.4L_£ Start—Residuum

flir Terminisierung auf Level £.

Ein cg—Verfahren (CG-PSSOR)
Sei ug Anfangswert. Setze

up +— S(u’)  (PSSOR)
Fir v =1,2,... berechne

't — S(u)

du+1 . u’ — uufl
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2.5 Analyse von Multigridmethoden tiber Unterraumzerlegungen

gu ﬂszrl —u¥

firi=1,...,dim(A)

dy7! e— g¥ «— 0, falls max{|d/"" |, g/ [} > w T —

bestimme d” als Minimum der quadratischen Funktion auf vt + span {d”_l, g’}
ourl « aqul + dv
wenn (w1 % 1)

bestimme grofites o mit ¥+ + ad” > 1,

ul/—i-l « ﬂl/—l—l + ad”

Bemerkung: Es ist 2/t + ayd’ ™' 4+ aag” > 9, falls |aq |, |z | < %

2.5 Analyse von Multigridmethoden iiber Unterraumzerlegungen
Bisherige Konvergenzaussagen mittels der Glattungseigenschaft
51
15%vnlx < Ch Bgllvhllw
wobei S der Glatter und vy, € V sind, und der Approximationseigenschaft
lon — wanlly < CR|lun | x

benétigte H!T(Q)-Regularitit fiir ein o > 0. Nun fiihren wir eine Analyse iiber Unterraumzer-
legungen von V, =V, [Bramble, Pasciak, Xu '91] durch. Als Rahmen dafiir sei die Zerlegung von
Q) wie zuvor so, dass die Ansatzraume abgeschlossen und geschachtelt seien:

VoCcVicVaC... CVLCV:H(lo)(Q).
Daher lésst sich jedes v € Vi, in

L
v=Y v v €V (2.5.1)
k=0

zerlegen, so dass die Teilsumme Zi:o v die Finite Elemente—Losung zu v in Vp ist (d.h. mit
Ritz—Projektoren Py : V' — Vj definiert durch a(Pyu, wy) = (f, wy) fir alle wy, € Vi ist vg = Py,
vg := Pyv — Pr_1v). Mit Lemma 2.2.17 folgt

||vk||L2(Q) < Chk||vk||H1(Q) firalle k =1,...,L. (2.5.2)
Andererseits gilt eine inverse Ungleichung
vk [l g1y < Ch;lﬂkah(Q) fir alle k =1,..., L. (2.5.3)

Damit folgt aufgrund der a(-,-)-Orthogonalitit der vg’s

L L
lol7n ) = D lvelliny ~ lvollfng) + Y b 2llokl1Z,0)- (2.5.4)
k=0 k=1

Interpretation: Die Losung eines Variationsproblems, dessen Energie-Bilinearform dquivalent zu
IE H?P(Q) ist, kann durch sukzessive Losung in Unterrdumen ermittelt werden. Die Gléttungspro-
zeduren in den Unterrdumen sind dort effiziente Loser, da wegen (2.5.2) und (2.5.3) [|-[| g1

und A, |- L,(©) Aquivalent sind.
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2 Multigridmethoden

Dies liefert die Interpretation von Multigridverfahren als Unterraumkorrekturverfahren und nicht
die Interpretation von Mehrgitterverfahren als Storung einer Zweigittermethode. Die Normaqui-
valenzen in (2.5.4) fiir obigen Spezialfall ohne Regularitdtannahmen an die Losung der Variations-
aufgabe stammen von [Xu, 92|, [Wang, 94|, [Yserentant, ’93|. Norméquivalenzen fiir Besovréaume
stammen von [Dahmen, Kunoth, '92], [Oswald, '92|. Die Verwendung von Multigridtheorie gilt
nur fiir die Energienorm ||-|| := (a(-,-))*/2. Die Theorie beriicksichtigt nicht die Erhohung der
Anzahl der Glattungsschritte in der Vorglattung. Zum besseren Versténdnis der Theorie wird
zundchst ein iteratives Verfahren behandelt, das abwechselnd auf zwei Unterrdume projiziert.

Das Schwarz’sche Alternierende Projektionsverfahren (H.A. Schwarz, 1869)

Aufgabe: Lose das Variationsproblem

a(u,v) = (f,v) fir allev €V, (V)
wobei V' Hilbertraum und ||-|| = a(-,-)*/? inneres Produkt in V sei. Sei V die direkte Summe
zweier Unterrdume

V=ZaW.

Die Bestimmung einer Losung von (V) in den beiden Unterrdumen Z und W sei als leicht
angenommen.

Alternierendes Projektionsverfahren von Schwarz: Sei ug € V.

1. Ist ug; bereits bekannt, finde vo; € Z durch Lésung von

a(ug; + va,v) = (f,v) fir alle v € Z.

2. Setze ugjy1 = ug; + V.

3. Finde wo;11 € W durch Lésung von

a(ugit1 + woit1, w) = (f,w) fur alle w € W.

4. Setze ugito = Uit1 + W2iy1-
Abbruchkriterium.

Geometrische Interpretation:
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2.5 Analyse von Multigridmethoden tiber Unterraumzerlegungen

Ist der Winkel v zwischen W und Z kleiner als 1 (bzgl. a(-,-)), so konvergiert das Verfahren
gegen u. Ist der Winkel gleich 1, so ist man nach zwei Schritten fertig.

Fiir den Konvergenzbeweis ist eine wverschirfte Cauchy—Schwarz—Ungleichung (strengthened
Cauchy—Schwarz inequality) der folgenden Form entscheidend: Es gebe eine Konstante v < 1, so
dass fiir a(-, )

la(-, ) | < Allv|l||w] fir allev e Z,w e W (2.5.5)

gilt.

Konvergenzsatz (Schwarz’sches Projektionsverfahren:) Gilt fir Z, W gemék V =ZoW
eine verscharfte Cauchy—Schwarz—Ungleichung (2.5.5), so gilt fiir die Iterierten des Schwarz’schen
Projektionsverfahrens

lukser —u| < yllug —u| fir k=1,2,... (2.5.6)

Beweis: Da das Problem symmetrisch ist, sei k 0.B.d.A. gerade. Nach Konstruktion ist
a(ug,w) = (f,w) = a(u,w) fir alle w € W,
was aquivalent zur Galerkin—-Orthogonalitét
a(uy —u,w) =0 fiir alle w e W
ist. Zerlege up, —u =04+ w mit 0 € Z, w € W. Mit w = w folgt aus der Galerkin—Orthogonalitét
a(t0+ W, W) =0 <= a(v,w) = —a(w,w) = —||w|°.

Aufgrund der verschérften Cauchy—Schwarz—Ungleichung (2.5.5) gilt weiter

a(d,w) = —a||0][[|@]]
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2 Multigridmethoden

fiir ein oy <. O.B.d.A. sei ay # 0. Damit gilt || 9| = agl|w]|| und
2 S a2 12 . S 112 - S 112
lur = ull® = [0 +al* = [[o]* + 2a(0, @) + @] = (a* = 1)@
Nach Konstruktion hat ujy; minimalen Abstand zu u bzgl. ||-||, d.h.
uprr —w|® < || (ug +vx) —u|®  fiir beliebige vy € Z.

Wihle speziell vy = (a2 — 1)0 € Z. Dann gilt

lugs —ull® < fup —u+ vl = |6+ 0+ (0 — 1) = i

= |[@]* + agaillo]* + 208a(w, )
= @)+ afl|@||* - 203 ] @]*
= (1-ap)llal?

= aj(a? =Dl

= alflug —ul.

12)-%0%@”

Mit ay < 7y folgt die Behauptung.

Beachte: Die Abschétzung in (2.5.6) ist scharf.

Algebraische Beschreibung eines Algorithmus iiber Unterraumzerlegungen

Sei u € Vi, Losung auf dem feinsten Level. Betrachte die rekursive Konstruktion der Finite—

Elemente—Ansatzraume mittels
‘/07 VZZVE—l@We—h 6217"'7L:€maX'
Daraus folgt

L-1

Ve =Voo P W
£=0

Die Galerkin—Losung auf Level £ gehort zum Operator Ay : V; — Vp, der durch
(Apz,w) = a(z,w) fir alle z,w € V

definiert ist. Entsprechende Ritz—Projektoren Py : V' — V; sind durch
a(Ppu,w) = a(u,w) fir alle w € Vp

definiert. Wir benétigen noch Lo—orthogonale Projektoren @y : V — Vp
(Qeu,w) := (u,w) fiir alle w € V.

Daraus folgt
AP = QuAp, fir0<(<L.

Denn ist w € Vj, so gilt

(AKPZ’LL’ UJ) = G(Pgu, U)) = a(u7 w)
= a(u,Quw) = (Aru, Quw) = (QeAru,w).

Da A;P; und QAy, in Vp abbilden, gilt also (2.5.11).
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2.5 Analyse von Multigridmethoden tiber Unterraumzerlegungen

Diskussion des Multigridverfahrens

Sei uy, € Vi, approximative Losung von (V) in Vg und f; — Apuy das zugehorige Residuum. Dann
ist die Losung von (V) im Unterraum uy, + V;, (0 < ¢ < L) gegeben durch

up+ AN Qe(f— Artg)

Residuum

~
Problem wird restringiert in V;
o

Problem wird in V; geldst

Die Unterraumkorrekturen werden theoretisch durch exakte Losung in V; errechnet. Dies ist aber
zu aufwendig. Die tatsdchliche Losung erfolgt mittels approximierter Inverser B[l. Damit ist die
berechnete Unterraumkorrektur gegeben durch

B, 'Qo(fr — Aruy),

wobei By = Ay, aber Be_l schneller und einfacher zu berechnen und B, symmetrisch (da Ay
symmetrisch) ist. Weiter setzen wir der Einfachheit halber die positive Semidefinitheit

((By — Ap)v,v) <0 fir allev €V
von By — Ay voraus (hdufig wird auch die schwéchere Annahme

((wBy — Ap)v,v) <0 fiir allev €'V}
mit einem w € (0,2) gemacht). Definiere die lineare Abbildung

T, = B;'QiAL = B ' APy
Dann liefert die berechnete Korrektur von wy, in V; die neue Iterierte
ur, + B Qu(fr, — Apur) = ar + B ' QeAr(ur, — ) = @+ Ty(ug, — ur)
und der Fehler der Iterierten zur exakten Losung uy, ist
(I —Ty)(ur, — ur).
Damit ist der Fehlerfortpflanzungsoperator fiir einen kompletten V-Zyklus gegeben durch
Ey:=T-T)(I—-T—1)---(I-Tp) fire=0,...,L (2.5.12)

mit F_1 := I. Diese Darstellung ist multiplikativ, d.h. es liegt ein multiplikatives Verfahren vor
(im Unterschied zu einem additiven Verfahren).

Annahmen fiir die Analysis

Fir Vy, Wy definiert wie in (2.5.7) gelte

e Es existiere eine Konstante K7 > 0 so, dass

I 2

> (Bewg, we) < Ky
=0

L

>

£=0

fiir alle w, € Wy (A1)

gilt.
e Es gebe Konstanten vy = g < 1 so dass
a(vg, wy) < ’)%g(Bk'Uk,Uk)1/2(B[U)g,w@>1/2 fiir alle v, € Vi, wp € Wy, (A2.1)
falls £ < £. Weiterhin gebe es eine Konstante mit
L

> wmerye < Kol x|lyllyll,  fiir alle x,y € RFH (A2.2)
k,4=0
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Direkte Konsequenzen

Aus (A2) folgt

L 2 L L
Yowel| =Y alwgwe) <Y e Brwy, wi) " (Bewe, we) V2 (2.5.13)
=0 k,f=0 (=0

L
< Ky Y (Bewg, wy).
=0

Dies bedeutet, dass die Normen in (A1) und (2.5.13) dquivalent sind, falls (A1) und (A2) gelten.

Lemma 2.5.14. Seien wy € Wy und vy € V fiir £ =0, ..., L. Dann gilt

I 1/2
Z (Za Tyvg, vy ) .
=0

£=0
Beweis: to do u

L
Za wy,ve) < VK
=0

Lemma 2.5.15. Sei £ > 1. Dann gilt
ol = |[(I = To)v||? > a(Tyw,v) fiir alle v € V.

Satz 2.5.16 (Konvergenzsatz). Aus (A1) und (A2) folgt

1
ElP<1—- —— <1
H L” - K1(1+K2)2

Beweis: Sei v € V beliebig. Dann gilt mit der Definition von E, und Lemma 2.5.15
| ool = | Eevll® = | Eeyoll? = (T = T) Eeyol? = a(T Eo-10), Eo-10).

Daraus folgt

L L
o> = | Epol? =Y (HEg,lvHQ - HEmP) >3 a(TuEeyv, Beyv). (2.5.17)
=0 £=0
Wenn wir zeigen, dass
L
o] < K1 (1+ K2)* Y a(TyEe_1v, Ep_qv), (2.5.18)
=0

gilt, so folgt
lol? < Ka (1 + K2)? (vl = | Eroll?) -

Das bedeutet
| ELo]2(Ki(1 4 K2)?) < (K1 (1 + K3)? — 1)l

was mit ¢ := Ki(1 + K3)?

56
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ergibt und die behauptete Abschéitzung zeigt. Es bleibt (2.5.18) zu zeigen. Sei dazu v = ZZL:() wy
mit wy € W, eine stabile Zerlegung von v, d.h. die Norm-Aquivalenz in (2.5.4) gilt. Es ist

L

L
lol> =" a(Eyv,we) + Y al((I = Ee_y)v,wy).

/=0 /=1

Eine Abschétzung des ersten Terms ergibt

I K 1/2
> a(Eiyv,we) < VE v (Za(TgEg_lv,Eg_lv)) . (2.5.19)

=0 =0
Unter Ausnutzung von Ey — Ey_ 1 = —TyFEy;_1 erhdlt man mit Induktion
/—1
I—Fyq= Z TiEj_1. (2.5.20)
k=0

Der zweite Term ist abgeschatzt durch

L L (-1
Za((I—Eg_l)v,wg) = Z a(Ty Eyx—1v, wy)
=1 (=1 k=0
L -1
< O e BRTEr—1v, Ty Bg—1v)/*(Bowg, we) '/
(=1 k=0
L /2 ,p 1/2
< K (Z(BkaEk1U7TkEklv)> <Z(Bewe,’wz)>
k=0 =0
I 1/2
< VE K| (Z a(TkEk_lv,Ek_lv)> .
k=0
Zusammentfiigen der beiden Abschitzungen und Division durch ||v|| liefern (2.5.18). n

2.6 BPX-Vorkonditionierung fiir Isogeometrische Analyse

— siehe Folienausdruck und die Originalliteratur [BHKS| —
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3 Kontrollprobleme mit partiellen Differentialgleichungen
3 Kontrollprobleme mit partiellen Differentialgleichungen

3.1 Beschrankte Optimierungsprobleme
3.2 Numerische Losung parabolischer Differentialgleichungen
3.3 Adaptive Waveletverfahren

— siehe Folienausdruck und die Originalliteratur [DK, GK, KS, MP| —
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