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In dieser Ubung wird die Fouriertransformation betrachtet. Diese stellt eine periodische Funktion f: [0,27] — R
als eine Linearkombination von Schwingungen (e?**, k € Z) dar. Die Schwingungen z + ¢’** bilden dabei eine
Orthogonalbasis des Raums Lo ([0, 27]). Im Folgenden soll eine Fouriertransformation aus gegebenen Samples
einer Funktion f bestimmt werden.

Sei f:[0,27] — R eine periodische Funktion mit f € C([0,2x]) und {¢; = 27j/n : j = 0,...,n — 1} ei-
ne Menge von dquidistanten Stiitzstellen fiir n € IN ungerade. Gesucht ist ein komplexes trigonometrisches
Interpolationspolynom p mit

welches den Interpolationsbedingungen p(6;) = f(0;) fir 0 < j < n geniigt. Dies fithrt auf ein lineares
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten cg:
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Aufgabe 19 (2 + 4+ 3 = 9 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass sich die Matrix A aus dem Interpolationsproblem (1) mit der Fouriermatrix F,, € C"*"
und einer Diagonalmatrix D,, € C"*" schreiben lésst, sodass A = D, F,,, wobei
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Geben Sie insbesondere die Diagonalmatrix D,, an.

b) Zeigen Sie, dass F,,F,, = F,F,, = nl,,, wobei I,, die n x n Identitdtsmatrix bezeichnet. Folgern Sie daraus,
dass das Interpolationsproblem (1) eindeutig losbar ist.

c) Zeigen Sie, dass sich die Koeffizienten c¢;, darstellen lassen als

1 _
k= — Z f(ﬂj)eﬂkej, —-m < k<m.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen dieser Formel und dem Integral i 0% f(x)e ik dz?

Die lineare Abbildung von den Funktionswerten {f(0;)}o<j<n auf die Koeffizienten {cp}_m<p<m des tri-
gonometrischen Interpolationspolynoms p besteht, bis auf den Vorfaktor D,, aus einer Multiplikation von
(f(00), ..., f(0,—1))T mit der inversen Fouriermatrix F, 1.

Fiir einen Vektor x € C" definieren wir die diskrete Fouriertransformierte DFT(x) = F,'x € C" von x.
Umgekehrt heifit IDFT(x) = F,x € C™ die inverse diskrete Fouriertransformierte von x.

Die naive Berechnung von DFT und IDFT mittels Matrix-Vektor-Produkt benétigt O(n?) Operationen. Fiir
gerades n € IN kann die Struktur der Fouriermatrix F,, ausgenutzt werden, um den Aufwand zu reduzieren.
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Aufgabe 20 (4+2+ 4+ 1= 11 Punkte)
Sei y = DFT(x) fir x € C™.

a) Sei zundchst n = 2M mit M € IN und teile x € C" in die Teilvektoren aus geraden und ungeraden
Indizes auf: x; = (9, 22,...,2Tpn_2)" € C*? und x5 = (x1,23,...,2,_1)7 € C2. Zeigen Sie, dass fiir
vk = (DFT(x)), = = Y070 wjwr M gilt:

yr = = [(DFT(x1))k +wy, "(DFT(x2))x] .,  k=0,....m—1 (2a)

Yk+m =

N~ N~

[(DFT(x1))k — w, *(DFT(x2))x],  k=0,...,m—1. (2b)

b) Zeigen Sie, dass Gleichung (2) sich kompakt schreiben lasst als
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wobei P,, eine Permutationsmatrix mit P, x = (g, 2, ..., Tn_2,21,Z3,... ,xn,l)T ist und S,, eine diagonale

Skalierungsmatrix bezeichnet:
. —k
Sn/2 = diag ((wn )0§k<n/2> .

¢) In Teil a) wurde gezeigt, dass sich die DFT der Lange n aus zwei DFT mit jeweils halber Lange n/2 = m
zusammensetzt. Ist n nun eine 2er-Potenz, d.h. n = 2M mit M € N, so kann Gleichung (3) rekur-
siv angewandt werden, um die DFT durchzufithren. Ein derartiger Algorithmus wird Radiz-2 schnelle
Fouriertransformation (kurz Radiz-2 FFT) genannt.

Zeigen Sie, dass die Radiz-2 FFT a(n) = nlogy(n) komplexe Additionen (inkl. Subtraktionen) und
p(n) = 5(3logy(n) — 1) komplexe Multiplikationen benétigt.

Hinweis: Die Permutation wird nicht als Operation gezéhlt, da sie nur Werte im Speicher verschiebt.
Genauso werden auch Multiplikationen mit Identitdtsmatrizen nicht gezdhlt. Zahlen Sie aber, der Einfachheit
halber, die Multiplikation mit 1 als erstes Diagonalelement von S,, /5 als komplexe Multiplikation.

d) Folgern Sie daraus, dass die Radiz-2 FF'T hochstens O(nlog(n)) reelle Operationen benétigt.
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