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Aufgabe 14 (4 Punkte)

Die Matrix-Vektor-Schreibweise der Verfeinerungsgleichung

φj,k(x) =
∑

r∈∆j+1

mr,kφj+1,r(x) für alle k ∈ ∆j

lautet

Φj = MT
j,0Φj+1,

wobei Mj,0 ∈ R#∆j+1×#∆j mit (Mj,0)rk
:= mrk und Φj := (φj,k)k∈∆j

den Spaltenvektor der Funktionen φj,k

auf Level j bezeichnet. Zeigen Sie, dass aus der gleichmäßigen Stabilität

‖c‖`2(∆j) ∼
∥∥cT Φj

∥∥
L2(R) für alle c = (ck)k∈∆j

∈ `2 (∆j) ,

unabhängig von j, folgt, dass die Matrixnorm von Mj,0 bezüglich j gleichmäßig beschränkt ist:

‖Mj,0‖ = O(1).

Aufgabe 15 (10 Punkte)

Sei φ die auf ganz R definierte Funktion, welche implizit durch eine allgemeine Verfeinerungsgleichung mit
gegebenen Koeffizienten ak (k ∈ Z) gegeben ist:

φ(x) =
∑
k∈Z

akφ(2x− k), x ∈ R.

Seien zusätzlich die Translate von φ L2(R)-orthonormal, d. h.

(φ, φ(· − k))L2(R) =
∫
R

φ(x)φ(x− k) dx = δ0,k für k ∈ Z.

Betrachte nun eine weitere Funktion

ψ(x) =
∑
k∈Z

bkφ(2x− k), x ∈ R,

welche durch die Funktion φ mit den Verfeinerungskoeffizienten

bk := (−1)ka1−k, k ∈ Z

bestimmt ist.

Zeigen Sie, dass die Menge der Translate beider Funktionen

{φ(· − k)|k ∈ Z} ∪ {ψ(· − k)|k ∈ Z}

eine L2(R)-orthonormale Menge bildet.
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Aufgabe 16 (6 Punkte)

Betrachten Sie die Räume

Sj := span{Φj}, S̃j := span{Φ̃j}, j ≥ j0 ∈ Z,

wobei Φj := {φj,k : k ∈ ∆j} und Φ̃j := {φ̃j,k : k ∈ ∆j} mit endlicher Indexmenge ∆j . Bezeichne mit

σj,k := suppφj,k, σ̃j,k := supp φ̃j,k

die Träger der jeweiligen Funktionen sowie mit

�j,k := σj,k ∪ σ̃j,k, k ∈ ∆j , j ≥ j0,

die Vereinigung der Träger mit gleichen Indizes. Seien die Mengen {Φj}j≥j0 und {Φ̃j}j≥j0 so gewählt, dass für
alle j ≥ j0 die folgenden Eigenschaften gelten:

• Lokal endlich:

#{m ∈ ∆j : �j,k ∩�j,m 6= ∅} . 1 für festes k ∈ ∆j .

• Gleichmäßig beschränkt:

‖φj,k‖L2(R) . 1, ‖φ̃j,k‖L2(R) . 1, k ∈ ∆j (unabhängig von j).

• Biorthogonal:

(φj,k, φ̃j,m)L2(R) = δk,m, k ∈ ∆j .

Zeigen Sie, dass dann {Φj}j≥j0 und {Φ̃j}j≥j0 gleichmäßig stabil sind, d.h., dass

‖c‖`2(∆j) ∼ ‖cT Φj‖L2(R), ‖c‖`2(∆j) ∼ ‖cT Φ̃j‖L2(R) für alle c = {ck}k∈∆j
∈ `2(∆j),

mit Konstanten unabhängig von j gilt, wobei cT Φj :=
∑

k∈∆j
ckφj,k und analog für cT Φ̃j .
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