Prof. Dr. Angela Kunoth
Samuel Leweke
Numerik partieller Differentialgleichungen I — WiSe 2019 / 2020

Ausgabe: 31.10.2019 Ubung 4 Abgabe: 07.11.2019, 12:00 Uhr

Aufgabe 9 (20 Punkte)
Betrachten Sie das Poisson-Problem
—Au =sin(2rz) in Q= (0,1)
u=0 auf 0Q = {0,1}
mit der variationellen Formulierung

Finde u € Hy(Q): a(u,p) = /Qu’(a:) o' (z)dx = /Qsin(Qﬂ'x) o(x)dz = L(p) Ve € Hy(Q). (1)

Ziel dieser Aufgabe ist die Implementierung eines Galerkin-Verfahrens mit B-Splines zur Losung von (1). Die
B-Splines der Ordnung & auf dem Intervall [a, b] verwenden dabei einen erweiterten Knotenvektor

Oh=...=0r=a<0p41 <Opya...<0,<b=0p11=...=0,1k.
a) Schreiben Sie eine Funktion v = Nik(x, i, knots, order, diff), welche die diff-te Ableitung Ni(iiff)

einer B-Spline Basisfunktion V;j; der Ordnung k£ = order an der Stelle x auswertet. Der erweiterte
Knotenvektor wird in knots iibergeben.

Nutzen Sie hierzu die rekursive Darstellung der Ableitung

Nig—1(z)  Niy1x-1(2)
Oivi—1—0;  Oipp — 041

i

k(@)= (k=1)

wobei die Quotienten auf 0 gesetzt werden, sollte der jeweilige Nenner 0 werden (zusammenfallende Knoten).
Hinweis: Verwenden Sie zur Auswertung der N, ; das Neville-Schema aus Ubung 3.

b) Schreiben Sie eine Funktion A = MatAssembly(knots, order, diff, startI, endI), welche die Matrix
A= (aij)f,r}qistartl mit

b . .
a;j :/ N;:jklff)N.(f;jff) dx 1,5 = startI,...,endI
a

aufbaut, wobei diff wieder den Grad der Ableitung angibt. Beachten Sie, dass nur die B-Splines mit
1,7 = startI,... endI in der Matrix beriicksichtigt werden.

Hinweis: Verwenden Sie, dass supp(N; k) = [#;, 0;+%) und berechnen Sie daher nur die Integrale der N; j,
Nj i, mit iiberlappendem Tréger. Benutzen Sie dazu wiederum, dass die N, ; (und deren Ableitungen)
auf den Intervallstiicken [6;,6;,1] Polynome sind und sich daher die Integrale mit Gau-Quadratur exakt
berechnen lassen. Uberlegen Sie sich dazu die benétigte Anzahl an Gauf-Knoten in Abhingigkeit von
Ordnung k = order und Differentiationsgrad diff.

c¢) Schreiben Sie eine Funktion b = VecAssembly(g, knots, order, startI, endI, gaussLegNodes), welche
den Vektor b = (b;)$"L_ ,; mit

i=startl
b
b; = / g(x)N; k(x) do t = startI,...,endI
a

aufbaut, wobei g: [a,b] — R durch das Function-Handle g gegeben ist. Beachten Sie, dass nur die B-
Splines mit ¢ = startI,...,endI in dem Vektor beriicksichtigt werden. Da g unbekannt ist, kann die
Anzahl der GauB-Knoten fiir die Quadratur nicht automatisch bestimmt werden und wird vom Benutzer in
gaussLegNodes iibergeben.

Hinweis: Verwenden Sie, dass supp(N; ;) = [0;, 0;4%] und berechnen Sie daher nur die Integrale {iber den
jeweiligen Tréger der N, j, statt tiber ganz [a,b]. Teilen Sie dazu wiederum das Integral iiber den Tréger in
die Teilstiicke [0;+s,0;i+s+1], s =0,...,k — 1, auf und approximieren Sie jedes dieser Teilintegrale mittels
GauB-Quadratur.
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d) Fiir Level J € N und Ordnung k > 2 wird nun der dquidistante Knotenvektor
p=...=0,=0<27<2.277<3.277 <. <1-27 <1=0,01=... = 0ps (2)

verwendet. Losen Sie unter Verwendung der oben erstellen Funktionen das Problem (1) fir &k = 2,...,5
und J =2,...,6.

Berechnen Sie fiir jede Kombination (J, k) den L2(€2)-Fehler der numerischen Losung u sy beziiglich der
exakten Losung

sin(27x)

u(z) = 472

Plotten Sie fiir jede Ordnung k eine Fehlerkurve (Gitterweite 27/ gegen |luskx — ul|1,(q) fir J =2,...,6)
in einen gemeinsamen doppelt-logarithmischen (loglog) Plot.
Schétzen Sie fiir jede Ordnung k und jeweils zwei aufeinanderfolgende Level J — 1, J die Konvergenzrate

In (M
lus—1,6—ullLy o
eoc(J, k) = 22

1“(2—2%1))

Geben Sie eine Tabelle mit den (empirischen) Konvergenzraten eoc(J, k) aus:

3

6

Hinweis: Zur Einhaltung der Nullrandwerte entfernen Sie die erste und letzte B-Spline Basisfunktion, sodass
nur die inneren Basisfunktionen verwendet werden. Nutzen Sie hierzu die Parameter startI und endI aus
den obigen Funktionen.

e) Fihren Sie die gleiche Untersuchung aus Teil d) fir das Funktional
L) = [a i pla)da, g e HY@)
Q

anstelle von L in (1) durch. Die exakte Losung von a(i, p) = L(y) fiir alle ¢ € H}(Q) ist

Erkldren Sie Ihre Beobachtungen.

Hilfsmittel:

o Wenn Sie Ihre eigene Implementation des Neville-Schemas aus Ubung 3 nicht benutzen méchten, kénnen
Sie eine (geschiitzte, vektorisierte) Implementation von der Homepage der Vorlesung herunterladen. Diese
hat die Signatur v = Neville(x, coeffs, knots, order).

o Auf der Homepage zur Vorlesung finden Sie die geschiitzte Implementation der Gauf3-Quadratur mit Signatur
I = gaussInt(f, a, b, nodes) zur Berechnung von

/ab f(z) da.

Dabei ist f ein Function-Handle des Integranden (vektorisiert). Fiir die Anzahl der Gauf-Knoten gilt
1 < nodes < 8. Polynome bis zum Grad 2 - nodes — 1 werden exakt integriert.

o Falls Ihre Implementierung eines Aufgabenteils nicht funktioniert, konnen Sie die entsprechende (geschiitzte)
Implementierung von der Homepage der Vorlesung verwenden.
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