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Aufgabe 5 (15 Punkte)

Die Faltung zweier reellwertiger Funktionen f, g € Lo(R) ist definiert als
(r+9)e) = [ fOot@ 1)
Mit Hilfe der Faltung lassen sich die kardinalen B-Splines der Ordnung m € IN rekursiv definieren als
Ny =11, Ny == N1 % Ny, (1)
wobei 1o 1y die charakteristische Funktion des Intervalls [0, 1) bezeichnet:

1, z€l0,1)
1[0’1)(1:) = {0 sonst.

a) Geben Sie die B-Splines der Ordnung m = 2,3 mit Hilfe der Definition (1) explizit als stiickweise Polynome
der Ordnung m an. Plotten oder zeichnen Sie die B-Splines der Ordnung m = 2, 3, 4.
b) Beweisen Sie fiir beliebige reellwertige Funktionen f, g, h € Lo(R) die folgenden Eigenschaften der Faltung:
i) Kommutativitat: fxg =g« f.
ii) Distributivitat: f*(g+h) = f*xg+ f = h.
iii) Shift: f(- —a)xg(- —=b) = f*xg(- —a —0) fir a,b € R.

1
iv) Skalierbarkeit: f(a-) * g(a-) = ﬁ(f * g)(a-) fiir 0 # o € R.
o
c) Beweisen Sie die Symmetrie der B-Splines:

Np(m — ) = Ny, () reR,2<me.
d) Beweisen Sie die Verfeinerungsgleichung fiir B-Splines:
m m
Nm(x):lekZO(k>Nm(2x—k), zeR, mel.

Hinweis: Ein Beweis kann induktiv iiber die Ordnung m gefiihrt werden. Nutzen Sie dazu die Definition (1),
die Eigenschaften der Faltung aus Teil b) sowie die Darstellung der charakteristischen Funktion durch zwei
skalierte und verschobene charakteristische Funktionen

Lio,1)(w) = 1jo,1)(27) + Ljo,1y (27 — 1).

e) Geben Sie den Triager supp (IV,,) der B-Splines fiir allgemeine Ordnung m € IN an (mit Begriindung).
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Aufgabe 6 (5 Punkte)

Betrachten Sie fiir das glatt berandete Gebiet @ C R¢ das folgende elliptische Variationsproblem zweiter
Ordnung;:

Finde u € HJ(Q):  a(u,¢) = L(p) Vo € Hi(Q). (2)

Dabei ist die Bilinearform a koerziv, stetig und symmetrisch und die Linearform L beschriinkt. Sei V; C H{ ()
ein endlich-dimensionaler Teilraum fir ein Level J € IN mit Dimension dim(V;) = N; = h}d, wobei hy =277
die Gitterweite bezeichnet. Sei K;: V; — RYY ein Isomorphismus, der einem Element v € V; seine Koordinaten
K v =v € RV beziiglich einer Basis von V; zuordnet. Die zur Bilinearform a auf V; x V; gehérende Matrix
A;: RNy — RN7 hat die Eigenschaften

o VIA;w=a(K;'v,K;'w) fiir alle v,w € RY bzw. a(v,w) = (K 0)T A;(Kjw) fiir alle v,w € Vj,
o ko (Ay)~h;>

o A ist diilnnbesetzt (,,sparse®), d.h. eine Anwendung von A ; auf einen Vektor benétigt O (N ) arithmetische
Operationen.

Da A ; symmetrisch positiv-definit ist, ist HVH%J =vIA v, ve RN, eine diskrete Norm auf Level .J.

Gegeben sei ein iteratives Losungsverfahren, welches zu gegebenem Anfangsvektor uf,o) eine Folge (uE,k)) kEN

generiert, die gegen die Losung uy des diskretisierten Systems
AJUJ = fJ (3)

konvergiert, wobei f7v = L(K jlv) fiir alle v.€ R™ gilt. Gehen Sie davon aus, dass das iterative Verfahren in

jeder Iteration den Anfangsfehler |ju; — uso) |la, um einen festen Faktor p € (0,1) reduziert. Das heifit, es gibt
v > 0, sodass fiir alle k € IN gilt:

mit = ra(Ay) — 1

o Pl e et
Ay HQ(AJ)+1

k
vt HA =p Hu‘]_u‘]
J

a) Zeigen Sie, dass sich der Gesamtfehler aus dem Diskretisierungsfehler und dem algebraischen Fehler zusam-
mensetzt: Es gibt eine Konstante C' > 0 mit

P2 - !
R e [ P YRl N @
wobei u € H}(Q) die Losung des Variationsproblems (2) ist, uy € V; die exakte diskrete Losung von (3)
mit uy = K juy bezeichnet und uL(]k) der Koordinatenvektor nach k Iterationen des Verfahrens zur Losung

von (3) ist.
b) Zeigen Sie, dass p &~ 1 — 2/ko(A ;) fiir sehr grofie ko(A ;) und dass J = log(Ny)/(dlog(2)).

(

c) Zeigen Sie, dass der iterative Loser fiir einen beliebigen Startvektor u JO) € RN’ asymptotisch (J — o)

mindestens O (N}+2/ ¢ log(N. J)) arithmetische Operationen benétigt, um nach n; Iterationen Diskretisie-
S”J) < 277 zu erreichen.
A

rungsfehlergenauigkeit

’LIJ —u
Bemerkung: Abschitzung (4) zeigt, dass es unndétig ist, die linearen Systeme (3) bis auf Maschinengenau-

igkeit zu l6sen, da in diesem Fall der Diskretisierungsfehler den Gesamtfehler dominiert. Im Idealfall haben
Diskretisierungsfehler und algebraischer Fehler die gleiche Gréflenordnung.
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