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Aufgabe 28: (3+5 Punkte)
Sei f : (Rn \ 0)→ R für n ∈ N mit x 7→ f (r) mit r := ‖x‖ (Euklidische Norm von x). In der Vorlesung wurde
gezeigt, dass

∆ f (r) = f ′′(r)+ f ′(r)
n−1

r
gilt, wobei ∆ den Laplace-Operator bezüglich x bezeichnet. Zeigen Sie mithilfe dieser Darstellung, dass die
folgenden Funktionen Lösungen der Wellengleichung

∆F(x, t)− 1
c2

∂ 2F(x, t)
∂ t2 = 0

sind:

(a) F1 : (R3\0)×R→ R,

F1(x, t) :=
sin(r− ct)

r
mit r = ‖x‖ und c 6= 0.

(b) F2 : (R3\0)×R→ C,

F2(x, t) :=
exp(i(r− ct))

r
mit r = ‖x‖ und c 6= 0.

Aufgabe 29: (4+2 Punkte)
Sei u : R+×R→ R,(t,x) 7→ u(t,x). Für c > 0 betrachten wir die semilineare Transportgleichung

∂u(t,x)
∂ t

+ c
∂u(t,x)

∂x
= u(t,x)2

mit Anfangsbedingung u(0,x) =− 1
1+x2 . Zeigen Sie, dass

u(t,x) :=− 1
t +1+(x− ct)2

eine Lösung der semilinearen Transportgleichung mit der angegebenen Anfangsbedingung ist.



Aufgabe 30: (3+3 Punkte)

(a) Gesucht ist die Lösung u : R× (R+ \0)→ R der eindimensionalen Wärmeleitungsgleichung

∂ 2

∂x2 u(x, t)− ∂

∂ t
u(x, t) = 0.

Zeigen Sie, dass die Funktion

u(x, t) :=
1√
t

exp
(
−x2

4t

)
diese partielle Differentialgleichung löst.

(b) Wir betrachten nun die Wärmeleitungsgleichung in n > 1 Dimensionen,

∆U(x, t)− ∂

∂ t
U(x, t) = 0,

wobei ∆ wie in Aufgabe 28 den Laplace-Operator bzgl. x bezeichnet. Zeigen Sie, dass die Funktion
U : Rn× (R+ \0)→ R, gegeben als

U(x, t) = t−n/2 exp
(
−‖x‖2

4t

)
die Wärmeleitungsgleichung in n Dimensionen löst.
Hinweis: Verwenden Sie wie in Aufgabe 28, dass Sie mit r := ‖x‖ den Laplace-Operator ∆ mittels Ab-
leitungen bzgl. r ausdrücken können.


