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Inhalte der Vorlesung

Die Ziele der Numerischen Mathematik oder Numerik sind die Konstruktion und das mathe-
matische Verstdndnis von Algorithmen zur konkreten Auswertung mathematischer Formeln auf
Computern. Wesentliche Nebenbedingungen hierbei sind, daf

e Rechenmaschinen nur endlich viele Zahlen zur Verfiigung haben und folglich Rechenope-
rationen nur im Rahmen der Maschinengenauigkeit ausgefiihrt werden kénnen. Dies fithrt
zu sogenannten Rundungsfehlern;

e man nur endlichen Speichervorrat hat. Viele Funktionen kénnen daher im Rechner nur
approrimativ, d.h. angenahert, dargestellt werden. Hierbei entstehen Diskretisierungsfehler;

e man mit beschrinkter Rechenzeit auskommen mufs. Dies kann in vielen Problemen dazu
fiihren, daf nur ndherungsweise Losungen erreichbar sind. Die hierbei entstehenden Fehler
werden unter dem Schlagwort Verfahrensfehler subsumiert.

In der Praxis errechnete Resultate konnen also mit einer Vielzahl verschiedener Fehler und Feh-
lerquellen behaftet sein. Daher ist es Aufgabe der modernen Numerik, fiir konkrete Problemstel-
lungen zu entscheiden, welcher Algorithmus mit den zur Verfiigung stehenden Ressourcen eine
vorgegebene Genauigkeit mit dem geringsten Aufwand erreicht.

Typische Anwendungsbeispiele, in denen die Numerik oder numerische Methoden zum Zuge kom-
men, sind numerische Simulationen zur Berechnung von Dynamik. So ist es etwa in der Auto-
mobilindustrie heutzutage iiblich, lange bevor der erste Prototyp eines neuen Fahrzeugs gebaut
wird, Crashtests oder Bremsmandver im Computer zu simulieren. Hierzu werden numerische Lo-
sungen von gewdhnlichen oder partiellen Differentialgleichungen gebildet. Weiter ist es bei Wet-
tervorhersagen notig, enorm grofte Datenmengen und komplizierte Strémungsvorginge auf sehr
unterschiedlichen Lingenskalen zu verarbeiten bzw. zu simulieren. Man sucht approximative Lo-
sungen von gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichungen, was letztendlich auf die Losung
von (linearen oder nichtlinearen), in der Regel sehr grofen Gleichungssystemen (mit Millionen
oder Milliarden von Unbekannten) fithrt. Der in den vergangenen Jahren sehr populér gewordene
Bereich der Finanzmathematik erfordert zur Bewertung von Optionen ebenfalls die Berechnung
der Losung partieller Differentialgleichungen (verallgemeinerte Black-Scholes-Gleichungen) oder
die Berechnung sehr hochdimensionaler Integrale.

Ein ganz anderer Bereich, in dem die Numerik zum Tragen kommt, sind bildgebende Verfahren.
Hier ist die Verarbeitung und Analyse grofer Datenmengen erforderlich. In der medizinischen
Diagnostik, vor allem in der Computertomographie, sind neben der Losung von Integralgleichun-
gen Signal- und Bildanalysen sowie Bildkompressionen von groffer Wichtigkeit.

Die Numerische Mathematik versteht sich als ein Teil des Wissenschaftlichen Rechnens (Scien-
tific Computing), zu dem auferdem Disziplinen wie Computeralgebra, Computational Number
Theory, Computational Chemistry o.4. gehdren kénnen. Dieser interdisziplindre Wissenschafts-
zweig hat in den letzten Jahren erheblich an Bedeutung gewonnen. Daher sollen die einfiihrenden
Beispiele von oben als ein erster Vorgeschmack fiir den stark anwendungsorientierten Charakter
der Numerik dienen. Im Laufe der Vorlesung werden wir noch weitere Beispiele hierzu kennen-
lernen, die allesamt die immer grofere Wichtigkeit des interdisziplindren Forschens verdeutlichen
sollen.

Die Numerik umfat zur Hauptsache die Gebiete Numerische Analysis, bei der man etwa die
Approximation von Funktionen und Integralen sowie die approximative Lésung von Differen-
tialgleichungen diskutiert, und die Numerische Lineare Algebra, die vor allem die Lésung von
linearen Gleichungssystemen oder die Berechnung von Eigenwerten behandelt.



Die Durchfithrung von numerischen Simulationen im Wissenschaftlichen Rechnen lésst sich in
vier Schritte unterteilen:

1. MODELLIERUNG: Man benétigt eine Abbildung, die die Realitdt in einem Modell darstellt,
sodaf man das Problem auf die wesentlichen Daten reduzieren und mit ihnen arbeiten
kann. Aus geeigneten (Mess-)Daten erhélt man dann z.B. ein mathematisch-physikalisches
Modell fiir die “Dynamik” des Prozesses und muss nun Gleichungen 16sen wie z.B. F'(y) = f
mit gegebenem f und gesuchtem y. Oft fiihrt dies auf gewShnliche oder partielle Differen-
tialgleichungen.

2. THEORIE: Um ein Problem erfolgreich 16sen zu kénnen, benétigt man theoretisch die Exi-
stenz und Eindeutigkeit einer Lésung, da dies in der Realitét gegeben ist. Idealerweise ist
das Problem wohlgestellt, und es liegt eine stetige Abhéngigkeit der Losung von den Daten
vor.

3. NUMERIK: Nun erfolgt die Diskretisierung und numerische Losung von F(y) = f:
Man muss sich zunéchst Gedanken iiber die sogenannte Konsistenz, die Stabilitdt und
die Konvergenz von numerischen Verfahren machen, bevor man zur Implementierung des
Algorithmus’ kommen kann. Aufgrund der hohen Komplexitét vieler Probleme benétigt
man effiziente Losungsverfahren, wie z.B. Multiskalenmethoden, parallele oder adaptive
Algorithmen. Schliefilich ist eine Visualisierung der Losung notig.

4. VALIDIERUNG: In diesem letzten Schritt erfolgt dann der Abgleich der approximativen
Losung mit den aus 1. gegebenen Daten und gegebenenfalls eine Korrektur des Modells,
wobei dann wieder bei Punkt 1. begonnen werden muss.

Das Vorgehen soll im folgenden Diagramm skizziert werden, in dem in jedem Schritt zusétzlich
die moglichen Fehlerquellen gekennzeichnet sind:

{ Realitat
Modellfehler
Korrektur Mathematisches Modell } ****** Datenfehler
Diskretisierungs- /Verfahrensfehler
(Nicht-)lineare } 777777 Programmierfehler,
Gleichungssysteme Rundungsfehler
Darstellungsfehler
e




Im Rahmen der Algorithmischen Mathematik und der Numerik I/IT werden folgende Inhalte
behandelt:

e Fehleranalyse: Zu Anfang der Vorlesung ist es notig, iiber mogliche Fehlerquellen in Al-
gorithmen nachzudenken. Wir werden Verfahren kennenlernen, um die Fehlerfortpflanzung
in einer Rechnung abzuschétzen. Dies wird unter anderem auf den Begriff der Kondition
eines Problems fiihren. Weiter werden wir die Darstellung von Zahlen in Rechnern und die
damit verbundenen Rundungsfehler besprechen. Ein weiteres Merkmal eines Algorithmus’
ist seine Zuverldssigkeit. Dies wird in einer das Kapitel abschliefenden Stabilitdtsanalyse
dargelegt werden.

e Verfahren zur Lo6sung linearer Gleichungssysteme: Hier behandeln wir zunéchst
die im Rahmen der GAUSs—-Elimination verwendete LR—Zerlegung von Matrizen. Weiter
werden numerisch geeignetere Verfahren wie die QR—Zerlegung diskutiert. Dariiber hinaus
werden wir uns iiberlegen, wie man gewisse Strukturen von Matrizen ausnutzen kann, um
diese Verfahren effizienter zu gestalten. Aus diesem Blickwinkel werden wir das CHOLES-
KY—Verfahren fiir symmetrisch positiv definite Matrizen sowie das Ausnutzen von Band-
strukturen von Matrizen diskutieren.

e Ausgleichsrechnung (Least—Squares—Approximation): In diesem Kapitel werden wir
die Verfahren aus dem vorherigen Abschnitt der Vorlesung anwenden, um die in vielen
Anwendungen wichtigen Ausgleichsprobleme iiber Normalengleichungen und direkt mit
QR~Zerlegung zu berechnen. Bei dieser Art quadratischer Optimierung weiter ins Spiel
kommende Techniken sind die Singulérwertzerlegung und die Pseudoinverse einer Matrix.

e Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren: In der Linearen Algebra haben
wir die Eigenwerte einer Matrix immer aus dem charakteristischen Polynom berechnet,
was sich aus numerischer Sicht als ein schlecht konditioniertes Problem erweist. Nach der
Diskussion theoretischer Grundlagen und Methoden zu Eigenwertabschétzungen lernen wir
zwei Iterations— (Power—Iteration und Inverse Power-Iteration) sowie ein auf der QR-
Zerlegung basierendes Verfahren kennen.

e Tterative Verfahren zur Lésung nichtlinearer Gleichungen: Dieser Abschnitt be-
handelt die Bestimmung von Nullstellen von nichtlinearen Gleichungssystemen. Dies fiihren
wir zunéchst fiir den skalaren und spéter fiir den vektorwertigen Fall durch. Die theoreti-
sche Grundlage fiir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Iterationsverfahren,
die meist aus Fixpunktgleichungen gewonnen werden, ist der BANACH’sche Fixpunktsatz.
Das wichtigste Verfahren zur Losung dieser Problematik ist das NEWTON—Verfahren, wel-
ches wir in verschiedenen Varianten (GAUSS—NEWTON—Verfahren, geddmpftes NEWTON—
Verfahren) diskutieren werden.

e Nichtlineare Ausgleichsprobleme: Die fiir lineare Ausgleichsprobleme gewonnenen Er-
kenntnisse werden derart erweitert, daf wir sie auf nichtlineare Gleichungssysteme anwen-
den koénnen.

e Interpolation mit Polynomen: Bei der Interpolation will man im Gegensatz zur Appro-
ximation wie bei den Ausgleichsproblemen gegebene (Mess-)Werte mit Funktionen nicht
nur angendhert, sondern exakt darstellen. Die fiir uns wichtigsten Verfahren sind die
HERMITE-und die LAGRANGE-Interpolation mit Polynomen. Neben Existenz und Eindeu-
tigkeit werden Darstellungsformen (beziiglich der Monom—, LAGRANGE— und NEWTON-
Basis unter Verwendung dividierter Differenzen) sowie deren schnelle Auswertung (Algo-
rithmus von NEVILLE-AITKEN) diskutiert.
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e Splinefunktionen: Die Interpolation mit Polynomen gerét aus numerischer Sicht schnell
an ihre Grenzen, sobald man viele Daten zu interpolieren hat. Ein grosser Bereich der
Numerik und deren Anwendungen widmet sich daher zunehmend der Interpolation auf der
Basis von Splines (stiickweisen Polynomen). Zentral wird die Darstellung und hocheffiziente
Auswertung von Splines iiber B-Spline-Basen sein.

e Numerische Integration (Quadratur): Selbst bei gegebenem Integranden kann die In-
tegration einer Funktion theoretisch haufig nicht durchgefiihrt werden. Zur numerischen
Berechnung greift man daher entweder auf Punktauswertungen des Integranden zu oder
approximiert den Integranden durch einfacher zu integrierende Funktionen wie Splines
(NEWTON-COTES-FORMELN). Eine weitere grosse Klasse von Quadraturverfahren liefern
die auf Orthogonalpolynomen basierenden GAUSS-FORMELN, die sehr viel héhere Genau-
igkeit bei glatten Integranden liefern.

Die weiterfithrende Vorlesung Numerik II wird (neben den obigen, in der Numerik I nicht be-
handelten Themen) schwerpunktméfig die Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen zum
Inhalt haben. Diese Vorlesungsreihe wird anschliessend durch Themen der Numerik partieller
Differentialgleichungen und des Wissenschaftlichen Rechnens fortgesetzt.

Da sich viele konstruktive Verfahren aus der Theorie nicht zur praktischen Durchfithrung auf
Computern eignen, erfordert fiir schwierige Probleme die Entwicklung guter numerischer Verfah-
ren umfangreiche Kenntnisse und grofe Erfahrung. Aus diesem Grunde scheint die These von
HARDY,

that Mathematicians make their best contributions, on the average, at age 38.8,
fiir Numeriker nicht unbedingt zuzutreffen. Vielmehr gilt die Faustregel aus [T], Seite 1093:

Zu jedem noch so eleganten numerischen Verfahren gibt es Gegenbeispiele, bei denen
das Verfahren vollig versagt.

Abschliefsend seien noch einige Bemerkungen zu vorlesungsbegleitender Literatur gegeben. Mo-
derne Lehrbiicher der Numerik sind z.B. [DH| und [H|. Besonders empfehlenswert aufgrund einer
sehr prézisen mathematischen Beschreibung und wegen vielfiltiger Beispiele aus den Ingenieur-
wissenschaften ist [DR]. Die Lehrbiicher [S] und [HH] haben den Status von Klassikern der Nume-
rischen Mathematik, gelten jedoch aufgrund der heutigen erheblich héheren Rechnerleistungen
mittlerweile in einigen Belangen und in der Schwerpunktbildung als etwas iiberholt, aber den-
noch lesenswert. Ein sehr umfassendes Buch zur Numerischen Linearen Algebra ist [GL]. Hierin
befinden sich viele weitere Literaturhinweise und eine grofse Zahl von praktisch durchgerechne-
ten Beispielen. Als Standardreferenz fiir aktive Wissenschaftler aller Disziplinen, die numerische
Methoden verwenden, gilt [PTVE]. Ein Buch, welches hervorragend und dennoch auf knappem
Raum die C—Programmiersprache behandelt, ist [KR]. Weitere, auf spezielle Themen bezogene
Literaturhinweise, werden in den einzelnen Kapiteln erfolgen.



1 Einfiihrung

Das Anforderungsprofil eines Mathematikers in der Numerik bildet heute die Schnittstelle zwi-
schen der Mathematik und einigen anderen angewandten Wissenschaften.

Es ist keine Seltenheit, daf viele Anwendungen in Natur-, Ingenieurs-, Wirtschafts- und ande-
ren Wissenschaften eine zunehmende ,Mathematisierung“ verzeichnen. Beispiele hierfiir sind die
Berechnung von Gas- und Fliissigkeitsstromungen, die etwa im Flugzeugbau bei der Entwicklung
neuer Modelltypen eine grofse Rolle spielen. Auch bei Wettervorhersagen sind solche Berechnun-

gen wichtig. Flugbahnberechnungen in der Raumfahrt wiren ohne die moderne Mathematik nicht
denkbar.

In der zunehmenden Automatisierung vieler Lebensbereiche ist die Robotersteuerung nur ein Be-
reich. Netzwerkberechnungen und Halbleiterdesign sind in den Computerwissenschaften von Be-
deutung. In der Architektur und Baustatik spielen die Berechnung und Modellierung von Schwin-
gungsvorgdingen und Resonanz eine ernstzunehmende Rolle.

Ein interessanter Fall fiir das Vorliegen eines derartigen Modellierungsfehlers ist die Londo-
ner Millennium-Bridge, die kurz nach ihrer Er6ffnung aufgrund von iiberméfiger Resonanzwir-
kung voriibergehend wieder geschlossen werden mufite. In den Werkstoffwissenschaften sorgen
Verformungs- und Elastizitiatsprobleme fiir den Einsatz der Numerik. Auch die Automobilindu-
strie verfertigt Karosserieentwiirfe ausschlieflich mit Hilfe von numerischen Methoden. Bildge-
bende Verfahren spielen zum Beispiel in der Medizin im Bereich der Computertomographie eine
wichtige Rolle. Auch in den klassischen Naturwissenschaften hat die Numerik als Computatio-
nal Biology oder Computational Chemistry Einzug gehalten. Ein immer wichtigeres Feld in den
Wirtschaftswissenschaften ist der Bereich Computational Economics. Vor allem in der Finanz-
mathematik sind numerische Methoden unter dem Schlagwort Computational Finance etwa bei
der Diskretisierung von Differentialgleichungen zur Preisberechnung von Optionsscheinen oder
anderen Finanzderivaten wichtig [GJ][Sey].

Dazu betrachten wir ein Beispiel, in dem die Schnittpunkte der Mathematik mit einer angewand-
ten Wissenschaft dargestellt werden.

Beispiel 1.1 (Mortgage-Backed Securities (MBS)). Bei Mortgage-Backed Securities (durch Hy-
potheken gesicherte Wertpapiere, hdufig Collaterized Mortgage Obligations (CMOs, nach den
Autoren von [CMO| genannt) handelt es sich um ein sogenanntes abgeleitetes Finanzprodukt, das
seit einigen Jahren fir den Finanzmarkt, vor allem in den USA, von grofler Bedeutung ist.

Um numerische Methoden zur Bewertung des Papiers durchfithren zu kénnen, bendtigt man ein
mathematisches Modell der MBS; dies soll spiter vorgestellt werden.

Letzlich fiihrt dies auf die Aufgabe, ein hochdimensionales Integral

/ f(z)dz, f:[0,1]% = R gegeben, (1.2)
[0,1)¢

mit einem sehr grofien d zu berechnen. Typischerweise ist d = 256, da es 256 Handelstage im
Jahr gibt, oder d = 360, da solche Vertrdige tiber 30 Jahre mit monatlichen Wertberechnungen
laufen.

Man kénnte versuchen, dies auf die Approximation eindimensionaler Integrale durch Punktaus-
wertungen
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N
f(z)dz ~ Zaif(:):i) (1.3)

[0,1]

an vorgegebenen Stellen x; zuriickzufihren. Konkret bendtigt man Quadraturformeln zur appro-
rimativen Berechnung des Integrals.

Der ndchste Schritt ist die Realisierung des Algorithmus auf dem Rechner, verbunden mit dessen
Programmierung. Das anschlieffende Postprocessing sollte der Visualisierung und der Validierung
der Ergebnisse dienen.

Dabei kénnte es sich herausstellen, daf$ die Ergebnisse mit den Beobachtungen aus der Praxis
nicht tibereinstimmen. Im obigem Fall der Berechnung dieses hochdimensionalen Integrals stellt
man im Ubrigen sehr schnell fest, dap sich bekannte Quadraturformeln wie bei der eindimensiona-
len Quadratur aus Speicherplatzgrinden nicht anwenden lassen (siehe Kapitel. FEinen Aus-
weg bieten hier die MONTE-CARLO-METHODEN und die QUASI-MONTE-CARLO-METHODEN,
die zufdllig oder auf eine raffinierte deterministische Art die Quadraturpunkte x; in der hochdi-
mensionalen Version von auswdahlen.

Bei diesem Vorgehen miissen verschiedene mogliche Fehlerquellen beriicksichtigt werden. Eine
sinnvolle Auswertung der Ergebnisse setzt ein Versténdnis dieser voraus. Im ersten Schritt kon-
nen Daten—, Eingangs— oder Mefifehler vorliegen. Modellfehler durch idealisierte Annahmen, z.B.
um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung sicherzustellen, konnen im zweiten Schritt ent-
standen sein. Es kann im dritten Schritt zu Abbruch—, Diskretisierungs— und Verfahrensfehlern
aufgrund der nur ndherungsweise berechneten Losung mittels numerischer Verfahren gekommen
sein. Dies kann selbst bei exakter Losung der Fall sein, denn das Ergebnis héngt z.B. vom Typ des
Integranden und der Quadraturformel ab. Rundungsfehler konnen bei der Durchfithrung des Al-
gorithmus im vierten Schritt hervorgerufen worden sein. Zusétzlich kénnen natiirlich auch nicht
zu vernachléssigende Denk— und Programmierfehler vorliegen.

Daraus formulieren wir eine erste (offensichtliche) Forderung.

Man sollte numerische Verfahren stets so konstruieren, daf Abbruch—,
Diskretisierungs—, Modell-, Rundungs— und Verfahrensfehler moglichst minimiert
werden.

Das Beispiel motivierte zwei wesentliche Kriterien fiir die Giite eines Verfahrens:

o (enauigkeit: Das Ergebnis soll innerhalb von Toleranzen verldsslich sein.
e Fffizienz: Bei der Rechnung sollte eine moglichst geringe Anzahl von Rechenoperationen
und moglichst wenig Speicherplatz benétigt werden.

Fiir deren Anwendung gilt aber leider auch die folgende Faustregel.

Bessere Ergebnisse lassen sich in der Regel nur mit héherem Aufwand erzielen. Um-
gekehrt liefert hoherer Aufwand aber nicht unbedingt auch bessere Ergebnisse.

Im Laufe der Vorlesung wird oft die Grofenordnung eines Fehlers oder der Aufwand von Rechnun-
gen abzuschétzen sein. Um hierbei die Notation zu vereinfachen, fiithren wir die LANDAU-Symbole
ein:



Definition 1.4 (Asymptotische obere Schranke). Seien f und g zwei Funktionen.
Dann heifst
fx)=0(g(z)) fir z=— xo€RU{—00,+0},

falls es eine Konstante ¢ € R gibt, sodaf

(z)

lim sup ‘ <c < oo.
oz | 9(T)

Also ist f nach oben durch g asymptotisch beschrinkt. Das heifit, f wdchst unwesentlich schneller
als g.

Definition 1.5 (Asymptotisch gegeniiber g vernachléssigbar). Seien f und g zwei Funktionen.
Dann heifst
f(z) =o0(g(z)) fur z— xo€ RU{—00,+00},

falls

f(x)
9(x)
Also ist f gegeniiber g asymptotisch vernachldssigbar. Das heifit, f wdchst wesentlich langsamer
als g.

lim =
T—T0

Beispiel 1.6 (Verwendung von ,grof O“ und ,klein o). Es gilt

sin(z) = O(z) fir =z —0, da lim sin(e) _ 1
z—0 X
sin(z) = o(v/z) fir x—0, da lim sin(z) =0

z—0 \/5

So lasst sich etwa das Restglied der TAYLOR—Entwicklung durch ,grofs O ausdriicken:
Fiir die TAYLOR-Entwicklung an der Stelle z + h einer Funktion f € C¥(R) mit h € (0,1) gilt:

2
flx+h) :f($)+hf’(x)—I—%f"(l‘)+(’)(h3) fir h—0



2 Fehleranalyse: Kondition, Rundungsfehler, Stabilitat

Beim Ausfithren von Rechnungen gibt es verschiedene Fehlerquellen:

Datenfehler | Fehler im | Fehler im
Eingabefehler Algorithmus Ergebnis

Wir gehen der Frage nach, wie man diese vermeiden oder minimieren kann, bzw. wie sich Feh-
lerverstarkungen nach oben abschéitzen lassen. Die Vermeidung von Daten- und Eingabefehlern
ist oft nicht moglich, sie gehoren zum Problem. Dies wird uns auf den Begriff der Kondition
eines Problems fithren. Durch Algorithmen verursachte Fehler lassen sich bisweilen durch deren
Modifikation beheben. Man untersucht dabei die Stabilitit eines Algorithmus.

2.1 Kondition eines Problems

Die Kondition eines Problems gibt an, welche Genauigkeit man bei exakter Losung bestenfalls
erreichen kann:

Ein Problem heift gut konditioniert, wenn kleine Stérungen der Eingangsdaten kleine Anderun-
gen im Ergebnis bewirken, sonst schlecht konditioniert.

Mathematisch beschreibt man dies folgendermafien:

Man fasst das Problem als Funktionsauswertung einer Funktion f : U — R auf einer offenen
Menge U C R"™ an einer Stelle x € U auf.

Beispiel 2.1.1. Multiplikation zweier reeller Zahlen: Werte f(z1,x2) := x1 - x2 aus.
Beispiel 2.1.2. Addition zweier reeller Zahlen: Werte f(x1,x2) := x1 + x2 aus.

Beispiel 2.1.3. Bestimmung der kleineren Nullstelle von u? — 2a1u + a = 0 mit a1, as € Ry
und a% > ag. Die Losung hiervon ist u* = f(a1,a2) :=a; — \/a% — as.

Falls die Funktion f explizit bekannt ist, kann die quantitative Beschreibung der Kondition iiber
die TAYLOR-Entwicklung erfolgen. Sei dazu f : U C R® — R mit f € C(U). Dann gilt

f(@) = f(z) + (& - 2)Vf(z) + O(|& — =|*).

Wir nehmen im Folgenden an, daf ||z — || ,klein“ ist, sodaf wir die Terme 2. Ordnung vernach-
ldssigen kénnen. Fiir diese lineare Approximation schreiben wir

(@)= f(2) + (& —2)" Vf(2). (2.1.4)

Das Zeichen = steht also fiir ,in 1. Ndherung®. Dies zieht

F@ - 1) = 3 @ - o) L)

=1
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nach sich, was unter der Annahme f(x) # 0 dquivalent ist zu

Nun folgt mit der Dreiecksungleichung

LGREGIIFS LR 7 015
@) 2 |on I =
= —_——— ~—_———
Relativer Fehler =: |pi(z)] Relativer Fehler
in der Ausgabe Verstdrkungsfaktor in der Eingabe
Damit definieren wir
Frel = [o(@)]lo = max fpi(w)] (2.1.6)
als relative Kondition von f und
Rabs = va(x)”oo (216&)

als absolute Kondition von f, und sagen, f sei schlecht konditioniert, wenn kKye > 1.

Beispiel 2.1.7. Wir betrachten die Multiplikation aus Beispiel Seien

Z2

. <”““1) f(x) =21 29, b Vf(z)= G) (2.1.8)

T
V f(x) bezeichnet den Gradienten von f definiert als (%(w),...,%(m)) fir f: R" - R

differenzierbar.

Hier gilt also

of(x) 1

@1($):Tm'm—$2'm=1=902($)-

Also ist Kyl = 1 unabhéngig von z. Die Multiplikation zweier reeller Zahlen ist demnach gut
konditioniert. "

Beispiel 2.1.9. Wir betrachten die Addition aus Beispiel Seien nun

x = (9”1) fx) =21 +22, dh Vf(z)= G) (2.1.10)

prm)=1-—2 =T @)=
xr1 + T2 xr1 + X2 xr1 + X2

Z2
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folgt

ax | ;|
i=1,2

Rrel = m

Das bedeutet

<1 falls sign(zy) = sign(z2)
rel —
> 1 falls x1 = —x9

Im Fall 1 = —x9 spricht man von Ausldschung fiihrender Ziffern. Hieran sieht man, daf in
Algorithmen die Subtraktion gleichgrofser Zahlen unbedingt vermieden werden sollte. "

Nun verallgemeinern wir unsere Untersuchungen auf Félle, in denen wir die Funktion f nicht
explizit kennen und demnach auch die TAYLOR-Entwicklung nicht anwendbar ist. Seien U C R"
offen und f : U — R™. Desweiteren bezeichne || - || eine Norm auf R™ bzw. R™. Wir definieren
die Menge der Eingabedaten in einer Umgebung von x mit § > 0 als

Bs(z) == {7 : ||z — & < 8|2} (2.1.10a)

und sagen

Definition 2.1.11. Das Problem [f,,d] ist gut gestellt (well-posed), falls es ein Lo (5) € R
gibt, sodak fiir alle € Es(z) mit  # 0 und f(x) #0

If () = f@)
1f (@)

gilt. Ist [f,z, ] gut gestellt, so bezeichnet L.¢ () die minimale Konstante, sodaf (2.1.12)) gilt.
Gibt es keine solche Konstante, so heifst [f, z, §] schlecht gestellt (ill-posed).

2 — x|

< Lya(0) - (2.1.12)

(el

Die relative Kondition des Problems [f, 2| definieren wir dann durch

Krel := lim Ly (0) (2.1.13)
6—0
Falls kyel klein ist, so heifst [f, z] gut konditioniert. "

Man beachte, dafs sich (2.1.12]) als eine lokale L1IPSCHITZ—Bedingung interpretieren l&sst.

Bemerkung 2.1.14. Ist f differenzierbar, folgt aufgrund des Mittelwertsatzes fiir die relative

Kondition
|zl

el = (@)

wobei || D f(x)]|| die Norm der JAcOBI-Matrix D f(z) € R"™*"™ in der zur Vektornorm ||-|| gehorigen
Matrixnorm

[[Df ()|l (2.1.15)

A
JA] = sup 1]
240 HIH

fiir A € R™*"™ bezeichnet. n

(2.1.15a)
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Definition 2.1.15b. Weitere wichtige Matriznormen sind

n n
Ao := max > lail, [JAll == max Y lail, [[Ally := /A(ATA)
i=1,...,n i1 7j=1,...n i1

M(AT A) bezeichnet den betragsmdipig grofiten Eigenwert der symmetrisch positiv definiten Matriz
AT A (siehe .

Mit dieser neuen Definition der relativen Kondition wollen wir die Kondition der Lisung eines
linearen Gleichungssystems als Beispiel betrachten.

Beispiel 2.1.16. Seien A € R™ "™ nichtsingular und b € R" gegeben. Gesucht ist die Losung
y € R™ von Ay = b. Zur Berechnung der relativen Kondition von y betrachten wir das Problem
f(b) = A~1b. Diese Gleichung ist offenbar linear beziiglich b und es gilt daher fiir die Ableitung
Df(y) = A~1. Setzen wir dies in die obige Formel zur Berechnung der relativen Kondition

ein, erhalten wir

0] -1 [ Ay|l -1 -1
— . = — < . . <L
Krel ||A,1bH ||A || Hy” H H = ||AH H H (2 1 17)

Man nennt x(A) := ||A| - [|[A7Y| die Kondition der Matrix A. Wenn || - || = || - ||, (EUKLIDI-
SCHE Vektornorm), spricht man von der spektralen Kondition von A und schreibt xo(A). Falls
A fast singulér ist, ist k(A) grof. Dies bedeutet, daf kleine Stérungen der Daten in b grofe
Auswirkungen auf die Losung « haben und das Problem in diesem Fall schlecht konditioniert ist.

2.2 Maschinenzahlen und Rundungsfehler

Bisher haben wir uns lediglich mit der Konditionierung von Problemen beschéftigt. Da diese
letzendlich in Rechenmaschinen gelést werden, ist es jedoch elementar wichtig, daf man ein
gutes Verstandnis fiir deren Beschrankungen hat und auftretende Rundungsfehler abschétzen
kann. Die im Rechner darstellbaren Zahlen heifsen Maschinenzahlen und lassen sich in zwei
Klassen unterscheiden: Die Integerzahlen und Gleitkommazahlen.

2.2.1 Integerzahlen

Betrachten wir eine beliebige ganze Zahl a € Z und die Basis b € N,b > 2. Dann hat a eine
Darstellung der Form

a= (—1)5§:dibi
=0

Fiir spezielle Basen b gibt es eigene Bezeichnungen, z.B. Bindr oder Dual fiir b = 2, Oktal fiir
b = 8, Dezimal fiir b = 10 und Hexadezimal fiir b = 16.

Ist die Basis b fest gewahlt, bleiben lediglich die Freiheitsgrade d; € {0,...,b—1} und s € {0, 1}
iibrig.

Rechner arbeiten bekanntlich intern mit b = 2, da sie pro Speichereinheit lediglich die Zusténde
1 und 0 abbilden kénnen. Die Speichereinheit ist Bit. 8 Bits entsprechen 1 Byte.
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Betrachten wir die Ganzzahldarstellung, so folgt mit b = 2, dak d;, s € {0,1} und damit ganze
Zahlen im Computer darstellbar sind. Dazu wéhlen wir ein festes m € N und betrachten unter
der Annahme, dafs |a| < b™

00 m—1 0o m—1
1Y dib = (=1 | Y oAb+ D dib' [ = (-1 dib (2.2.1)
i=0 =0 =m i=0

=0, da |a|<b™

Zur Speicherung bendtigt man also m + 1 Bits, ndmlich m Bits fiir die d; und 1 Bit fiir das
Vorzeichenbit s. Ob das dy im Speicherblock als erstes oder als letztes kommt, héngt von der
endianness der Architektur ab. Auf einer Big Endian (BE) Architektur kommt das dy zuletzt,
auf einer Little Endian (LE) Architektur kommt das dy zuerst. Das Vorzeichenbit orientiert sich
entsprechend an der Lage des d.

Da nicht immer ein Vorzeichen benétigt wird, gibt es einerseits unsigned und andererseits signed
Integer. Bei ersterem setzt man s = 0 fest und verringert damit den bendétigten Speicherplatz
um 1 Bit auf m Bits, beschrédnkt sich aber auf positive Zahlen.

m | Speicher | Zahlbereich 42 (Big Endian) | 42 (Little Endian)
8 | 1Byte || O0,.. — 1(= 255) 0010 1010 | 0101 0100

16 | 2 Bytes || O, .. — 1(= 65535) 0000 0000 0010 1010 | 0101 0100 0000 0000
32 | 4 Bytes | O,.. - 1(= 4294967295)

64 | 8 Bytes | O,.. —1(~ 1.84 - 1019)

Lassen wir das Vorzeichenbit los, speichert das hochste Bit die Vorzeicheninformation.
,,0¢ entspricht ,,+“, ,,1“ entspricht ,,—“. Beachte hier, dafs 1 Byte nun nur noch eine ganze Zahl
mit m = 7 speichern kann.

Damit die Monotonie der Zahldarstellung erhalten bleibt, speichert man nach der ,,b-Komplement*-
Methode:

a fallsa > 0
a+2m1 fallsa <0

ae{—zm—l,...,zm—l—l}%{

Fiir einen 1 Byte Integer gilt dann:

Darstellung 8 Bit (BE) | Darstellung 8 Bit (LE) | unsigned (m = 8) | signed (m =7)
0000 0000 | 0000 0000 0 0
0000 0001 | 1000 0000 1 1
01111111 | 11111110 127 127
1000 0000 | 0000 0001 128 —128
11111111 | 11111111 255 -1

Hierbei ist zu beachten, dafs alle Rechenoperationen bei unsigned Integern modulo 2" ablaufen
und folglich Ganzzahliberliufe auftreten konnen (Beim gegebenen Beispiel ist bei signed 12741 =
—128 und bei unsigned 255 + 1 = 0).
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2.2.2 Gleitkommazahlen

Nun kommen wir zur Darstellung der Gleitkommazahlen (floating—point numbers). Jedes z € R
besitzt eine Darstellung der Form

T = (_1)5 idibfz#e
=0

wobei s € {0,1}, e € Z und d; < b sind. Diese Darstellung ist keineswegs eindeutig, was man
sich leicht am Beispiel 1.9 = 2 klarmacht.

Wegen der endlichen Zahlenmenge des Rechners sind der Ezponent e und die Mantisse Y ;" d;b~?
natiirlicherweise beschrinkt. Also ist diese Darstellung von der Gestalt

xr = :tdodl e de.de+1 N dm (222)

mit m + 1 Stellen, und die Position des Dezimalpunktes wird durch die Zahl e festgelegt. Auch
in dieser Darstellungsform gibt es Mehrdeutigkeiten. So ist etwa 10pin - 2° = 1.0pin - 21, Ins-
besondere unterscheidet man normalisierte Gleitkommazahlen, bei denen dy = 1 und folglich
x = (=1)*l.didy...dy, - 2° ist, und denormalisierte Gleitkommazahlen, bei denen dy = 0 und
somit x = (—1)%0.d1dy . .. d,, - 2° ist. Um hier eine Ubereinkunft zu schaffen, sieht der 1985 her-
ausgegebene IEEE-754-Standard vor (siche etwa [PTVE]), dem wir uns anschliefen, grundsétz-
lich normalisierte Gleitkommazahlen zu verwenden und diese nur durch wenige denormalisierte
Gleitkommazahlen ,am unteren Ende“ zu ergénzen. Insgesamt gilt also

Exponent Bedeutung

m .
€ = emin — 1 denormalisierte Gleitkommazahl x = (—1)% 3~ d; 27" €min
i=1
m .
emin < € < emax | normalisierte Gleitkommazahl z = (—1)° <1 + > di21> 2¢
i=1
€= €emax + 1 infinity, overflow, underflow, NaN (not a number)

Betrachtet man die normalisierten Gleitkommazahlen, fragt man sich schnell, wie die Darstellung
der 0 moglich ist, wenn dy = 1 vorgegeben ist. Hier ist die Rolle des Exponenten wichtig.

Wenn b, die Anzahl der Bits des Exponenten ist, dann ist mit diesem ein vorzeichenloser Zahl-
bereich von 0, . .., 2% —1 darstellbar. Da man aber insbesondere auch mit negativen Exponenten
arbeiten mochte, wurde im IEEE-754—-Standard der ,Exponent Bias* eingefiihrt.

Dieser besagt, daf die interne unsigned Darstellung um 2°¢~! — 1 ins Negative verschoben wird,
d.h., der Zahlbereich liegt nun bei —20¢=1 41, ... 2be — 201,

Der kleinste und grofite Exponent wird fiir die Zahl 0 und das Symbol oo reserviert. Auf Spei-
cherebene entspricht das einem nur mit Nullen bzw. nur mit Einsen besetzten Exponenten.
Folglich liegt der vom Exponenten darstellbare Zahlenbereich bei —2be=1 42, ... 2be —2be=1 _ 71

Die Menge aller auf diese Weise im Rechner darstellbaren Gleitkommazahlen bezeichnen wir mit

M(b, m, emin, €max)- (2.2.2a)

Die technischen Daten der standardisierten Datentypen sind in folgender Tabelle zusammenge-
fasst. Die zusétzliche Mantissenstelle folgt aus der Tatsache, dafs stets dg = 1 und die 0 eine
spezielle Darstellung hat, die dies konsistent macht.
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Eigenschaften single precision /float double precision/double
Speichergrofe 32 bit = 4 byte 64 bit = 8 byte

Bits der Mantisse 23 52

Stellen der Mantisse 24 53

Bits des Exponenten 8 11
Zahlbereich des Exponenten —126,...,127 —1022,...,1023
Zahlbereich normalisiert 1.2-10738,...,3.4-10% | 2.2-1073%8 ... 1.8.103%8
kleinste positive denorm. Zahl 1.4-107% 4.9 -1073%
Genauigkeit fiir Dezimalzahlen 7 — 8 Stellen 15 — 16 Stellen

2.2.3 Rundung und Maschinengenauigkeit

Da M endlich ist, mufs man im allgemeinen Eingabedaten durch Maschinenzahlen approximieren.
Dazu benutzt man folgende Reduktionsabbildung

i:R— M(b, M, €min, emax)a

die jedem = € = [Tmin, Tmax| eine Maschinenzahl zuordnet, wobei =+ [Zmin, Tmax| die Menge der
minimal bzw. maximal darstellbaren Zahlen bezeichnet. Dieses Vorgehen nennt man Rundung.

0 .
Da jedes = € =+ [Zmin, Tmax] eine Darstellung x = +() d;b7")b¢ besitzt, definiert man als Stand-
i=0

ardrundung

N o

+ [1 + <z dibi>] be falls dpyy <

=1
f(z) = (2.2.3)
+ [1 + (z dib—i> + b—m] b falls dpyy >

=1

|

was bedeutet, daf die letzte Stelle der Mantisse um eins erhéht oder beibehalten wird, je nachdem
ob die folgende Ziffer > % oder < % ist. Ferner setzt man meist fi(z) = 0, falls |2| < Zpin bzw.
im Falle |z| > Zpax gibt man in der Regel OVERFLOW aus und laft den Algorithmus abbrechen.
Manchmal setzt man hier aber auch fl(x) = sign(x)zmax. Wir verwenden in dieser Vorlesung
immer die Standardrundung. Fiir diese gilt geméf der Definition fi(z) — 2| < 57b¢

woraus sich wegen des relativen Rundungsfehlers

_ VTmbe B bl—m
D)

‘ﬂ(x) — 7 —: eps (2.2.4)

T

ergibt. eps bezeichnet man daher auch als relative Maschinengenauigkeit. Sie charakterisiert das
Auflosungsvermdgen des Rechners. Da aus (2.2.4))

eps = min{é >0 |fl(1+0) > 1} (2.2.5)

folgt, ist eps die untere Grenze der Zahlen, die zu eins addiert von der Rundung noch wahrge-
nommen wird. Also besagt (2.2.4), daf es ein € > 0 gibt mit der Eigenschaft |¢| < eps und

fi(z) — x

- 2.2.6
. €, (2.2.6)

was dquivalent zu fl(z) = z(1 + ¢) ist.
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Gleitpunktarithmetik und Fehlerverstirkung bei den elementaren Rechenoperatio-
nen

Ein Algorithmus besteht aus einer Folge arithmetischer Operationen (+, —, -, =), mit denen Ma-
schinenzahlen verkniipft werden. Ein Problem dabei ist, daf fir z,y € M(b, m, emin, €max) und
x € {+,—,,+} im allgemeinen x * y ¢ M(b, m, €min, €max) ist. Also miissen die iiblichen Ope-
rationen * durch geeignete Gleitpunktoperationen ® (floating point operations, flops) ersetzt
werden. Dies nennt man Pseudoarithmetik. Die Realisation erfolgt im allgemeinen dadurch, daf
man intern iiber die Mantissenldnge hinaus weitere Stellen mitfiihrt, nach Exponentenausgleich
mit diesen Stellen genau rechnet, dann normalisiert und schlieflich rundet. So erfiillt man die
Forderung

r@®y="fl(r*y) (2.2.7)

fiir x,y € M(b, m, €min, €max)- Mit (2.2.6)) heifst das
r®y=(zxy)(l+e¢)

fiir ¢,y € M(b, m, €min, €max) und ein € > 0 mit der Eigenschaft |¢| < eps. Wir nehmen im folgen-
den stets an, dals gilt. Man beachte aber, daf die Pseudoarithmetik zum Teil unliebsame
Konsequenzen hat, z.B. geht die Assoziativitét der Addition verloren: (z @ y) @z # x @ (y @ 2).
Seien fiir ein Beispiel hierfir mit m = 8:

a := 0.23371258;0 — 4
b = 0.33678429:(2
¢ = —0.33677811102.
Dann gilt
a®(bdc) = 0.2337125819 — 4 & 0.6180000019 — 3

= 0.641371261¢ — 3,
(a®b)dc = 0.33678452192 < 0.33677811192
= 0.641000001¢9 — 3.

Das exakte Resultat jedoch ist

a+b+c=0.641371258;9 — 3.

Auch die Distributivitat geht verloren: (x @ y)© (z@y) # (z0z) B (z0y)® (yoOz) B (yOy).
Das heifit, insbesondere die Reihenfolge der Operationen spielt eine Rolle.

Forderung besagt, daf jede einzelne Gleitpunktoperation im Rahmen der Maschinen-
genauigkeit bleibt. In einem Algorithmus oder Programm werden aber eine Vielzahl solcher
Gleitpunktoperationen ausgefiihrt. Nun ergibt sich natiirlich die Frage, inwieweit sich solche
eingeschleppten Fehler bei einer nachfolgenden Operation wverstdrken oder abschwdchen. Dazu
betrachten wir zunéchst den Fall, daf man anstelle von Gleitpunktoperationen (®) exakt rech-
net (%), aber mit gestorten Daten, um die Verstdirkungswirkung von Operationen zu untersuchen.

Seien 0z, 0, relative Fehler von Z,y gegeniiber exakten Daten x,y, also

Tr—x y —
:51‘7 uZéyv
€z Yy

was dquivalent zu & = z(1 + d,) baw. § = y(1 + 6,) mit |6, [0, < e < 1 ist.
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Beispiel 2.2.8. Wir betrachten die Multiplikation f(x,y) = xy mit k. = 1 aus Beispiel

Es gilt
émd< 4wy%><2a

Y
Ty —xy
Ty

Ty — 1y Tr—x

Ty

fz,y)

Falls also 05|, |dy| < eps sind, dann gilt

T

< 2eps,

was bedeutet, dafl bei der Multiplikation der relative Fehler im Rahmen der Maschinengenauigkeit
bleibt. Die Division hat @hnliche Eigenschaften. "

Beispiel 2.2.9. Wir betrachten nun die Addition f(z,y) = x + y, deren relative Kondition

o { 7l }
rel = ImMax )
[z +y[" |z +yl

im Falle x &~ —y sehr grof sein kann, wie wir bereits in Beispiel 2.1.9] gesehen haben. Es gilt

(:%+@)—(w+y)’- <

<K
a:—i—y > hrel

T —x

+V—y

‘) < 28Hrel'
Y

X

Das heifst, die Addition von Zahlen entgegengesetzter Vorzeichen ist problematisch, denn relative
Fehler kénnen sich enorm verstérken. ]

Beispiel 2.2.10. Seien

r = 0.123467 %
= 0.1234 56 .

Das Symbol % stehe fiir eine Storung, die hier offenbar jeweils an siebter Stelle vorliegt. Betrachte
nun

z — 1y = 0.0000 11 .

Geschrieben in Gleitpunktarithmetik, ist dieser Wert bereits an der dritten Stelle gestort (Aus-
loschung). Hier ist also ke ~ 10%, d.h. kleine Stérungen in 2 und y kénnen zu grofen Stérungen
in x — y fiithren. "

Es ist zu beachten, daf man einem Ergebnis nicht ansehen kann, ob im Algorithmus Ausléschun-
gen stattgefunden haben. Daher sollte man, wann immer es moglich ist, die Subtraktion gleich
grofser Zahlen vermeiden!

2.3 Stabilitiat eines Algorithmus

Die mathematische Auswertung eines Problems ist meistens auf verschiedene Arten und Weisen
moglich. Dabei sollten Algorithmen bevorzugt werden, bei denen sich mdoglichst wenig Fehler
akkumulieren konnen. Aus diesem Grunde heifft ein Algorithmus stabil oder gutartig, wenn die
im Laufe der Rechnung erzeugten Fehler im Rahmen des durch die Kondition des Problems be-
dingten unvermeidbaren Fehlers bleiben. Liegt also ein gut—konditioniertes Problem vor, das mit
einem stabilen Algorithmus bearbeitet wird, so bleiben die Fehler bei der Rechnung kontrolliert
klein. In allen anderen Fillen lassen sich Fehler im allgemeinen nicht kontrollieren.
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Beispiel 2.3.1. Wir setzen Beispiel fort, in dem es darum ging, die kleinere der beiden
Nullstellen von u? — 2a1u 4+ as = 0 zu berechnen, wobei neben aj,as > 0 reelle Zahlen hier
verstirkt a? > ap angenommen sei, soda® es zu keiner Ausloschung kommen kann. Die Losung
ist durch

/ a2
u*:al— a%—a2=—2
a1+\/a1—a2

gegeben. Wir betrachten zwei verschiedene Algorithmen, um diese zu berechnen.

Algorithmus I Algorithmus II
Y1 =ai - ay Y1 =aj- a1 Offenbar sind beide Terme mathematisch dquiva-
Y2 = Y1 — a2 Yo = Y1 — Q2 lent. Unsere Frage lautet nun aber, was der Unter-
Y3 = /Y2 Y3 = /U2 schied zwischen beiden Algorithmen bei der Rech-
wWr=ys=a1—Yys | yYa=ai+ys3 nung ist, bzw. ob diese numerisch stabil sind.
ut =ys =2

Fiir die Kondition von u* beziiglich y3 in Algorithmus I gilt geméafs (2.1.5))

‘8u*.y3 | —Vai—a2 (a1 +\/a} — az)\/a? — as o1
Oys u* a; — /a3 —ay ag .

Daher ist Algorithmus I sehr schlecht konditioniert. Betrachten wir in Algorithmus II die gleiche
Stelle, so sehen wir:

ou” ys| —ag . Vai —az(ay ++/ai —az)| a? — as <1
dys u* (a1 ++/a? — az)? a ar++/a? —as |~

Hier liegt also gute Kondition vor. Obwohl beide Algorithmen mathematisch &dquivalent sind, ist
der erste numerisch instabil, der zweite aber stabil. In Algorithmus I tritt in Schritt 4 Ausléschung
auf. In unserer Situation ist Algorithmus II dort numerisch stabil. Dies kann sich aber &ndern,
denn fiir a? = ay tritt in beiden Algorithmen im 2. Schritt Ausléschung auf. "

Zwei wesentliche Méglichkeiten, die Akkumulation von Fehlern im Laufe eines Algorithmus ein-
zuschétzen, bilden die Vorwdrts— und Rickwdrtsfehleranalyse. Bei der Vorwértsanalyse (forward
analysis) wird die Menge f(i) aller durch Eingabefehler und Fehler im Algorithmus gestérten
Resultate betrachtet. Diese sind ein Teil der eigentlichen Resultatmenge f(Z). Wir nennen einen
Algorithmus stabil im Sinne der Vorwirtsanalyse, wenn die Menge f (Z) von derselben Grofsen-
ordnung wie f(Z) ist:

1f(z) — f(@)]

1 (@)]]

< 0 Krel * €DS,

o also klein genug ist.

input set

output set

Die Riickwirtsanalyse (backward analysis) die auf [W] zuriickgeht, beruht auf dem Prinzip, daf
man sédmtliche im Laufe der Rechnung auftretenden Fehler als Ergebnis ezakter Rechnungen zu
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geeignet gestorten Daten ansieht. Daraufhin schitzt man den Strorungsgrad der Daten und die
Kondition des Problems ab, um so eine Abschétzung fiir den Gesamtfehler zu erhalten.

perturbed input set output set

Dazu folgendes

Beispiel 2.3.2. Seien 1, z9,r3 Maschinenzahlen einer Rechenmaschine mit Genauigkeit eps.
Berechne die Summe f(z1, z2,23) = (21 + x2) + x3. Also gilt

fla1,22,23) = (71 + 22) (1 + 1) + 23) (1 + £2),
wobei |g;| < eps sei. In erster Naherung ist dies gleich
r1(l+e1+e2) +aa(l+er+e)+as(l+er) =21+ T2+23 (2.3.3)
Nun kann man das fehlerbehaftete Resultat f als exaktes Ergebnis zu gestorten Eingabedaten

der Form z; = x;(1 + §;) mit |6;] < 2eps fiir ¢ = 1,2 und [§;| < eps fiir i« = 3 auffassen. Der
unvermeidbare Fehler in den Daten ist nach (2.1.5)) durch

3
< Krel E
i=1

beschrankt. Der durch die Rechnung bedingte Fehler 1afst sich durch

Fomnte) = [ L= 1)

f(x)

ji“ — T
: : < 3/<5relepS
Zg

ii—xi

Fcmung() = | HE ) é””’”‘i

3
< Krel Z |6z| < SKIrelepS
i=1

f(z) ;
abschitzen. Also sind die Fehler Frechnung Und Fpagen in der gleichen Grofenordnung und f
damit ein stabiler Algorithmus. Man beachte allerdings, daf x, fiir bestimmte Werte x; wieder
sehr grofs sein kann, was bedeutet, daf Frechnung > eps werden kann. n

Das Ziel der in diesem zweiten Kapitel gefithrten Diskussion soll Grundlage fiir die verniinf-
tige Einschétzung von Verfahrenskomponenten sein. Es sollte eine gewisse Sensibilitat dafiir
entwickelt werden, wann und unter welchen Umsténden es in Algorithmen zu fehlerhaften Resul-
taten kommen kann und in welcher Grofsenordnung diese liegen kénnen. Hierfiir haben wir einige
Beispiele gesehen. Man kann h#ufig trotzdem nicht jeden einzelnen Schritt eines komplexeren
Algorithmus’ sezieren. Faustregeln sind

e Kenntnisse iiber die Kondition eines Problems sind oft fiir dessen Beurteilung und Inter-
pretation von entscheidender Bedeutung;
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e im Rahmen der Gleitpunktarithmetik sollte man Abfragen, ob eine Grofe gleich Null
oder ob zwei Zahlen gleich sind, vermeiden. Anstelle von IF(x==y) sollte man besser
IF (FABS (x-y)>0) priifen;

e soweit es geht, sollten Ausléschungseffekte vermieden werden;

e bei der Bildung von Summen kénnen gewisse Reihenfolgen vorteilhafter als andere sein.



3 Direkte Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

3.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel behandeln wir Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme. Eine Vielzahl
von Problemen in den Naturwissenschaften wird auf das Losen von linearen Gleichungsystemen
zuriickgefiihrt, so z.B. die Diskretisierung von Differentialgleichungen. Zunéchst werden wir ein
paar Begriffe und Bezeichnungen einfiihren. Mit K seien stets die reellen oder komplexen Zahlen
gemeint; K™*" bezeichne die Menge aller Matrizen der Form

air A1n
A=

am1 " OGmn

mit Eintragen in K. Im folgenden lautet unsere grundsétzliche Aufgabe: Gegeben seien A € R™**™
und b € R™. Man finde ein x € R", das die Gleichung Az = b erfiillt. Aus der Linearen Algebra
wissen wir bereits, dafs

Az =b < Zaijxj =b;, 1=1,...,n (3.1.1)

ist. Grundlegend fiir die weitere Diskussion ist der folgende

Satz 3.1.2. Seien A € R™*™ und b, x € R™. Dann sind dquivalent:

(i) 4
(i) det(A) #0;
(iii) A ist regulér;
)
)

x = b besitzt genau eine Losung x € R™;

(iv) rang(A) = n;

(v) Az = 0 hat nur die triviale Losung = = 0. .

Im folgenden sei stets det(A) # 0 angenommen. Prinzipiell konnte man die Losung des linearen
Gleichungssystems Ax = b durch Anwendung der CRAMER’schen Regel ermitteln. Diese besagt,
daf der Losungsvektor x des linearen Gleichungssystems mit regulédrer Koeffizientenmatrix ist

durch
det (Aj )

T =

7 det(A)
eindeutig bestimmt, wobei A; die Matrix bezeichne, die man aus der Koeffizientenmatrix A
erhélt, indem man die j-te Spalte durch den Vektor b ersetzt. Die Losung eines linearen Glei-

chungssystems mit dieser Methode erfordert die Berechnung von n 4+ 1 Determinanten
det(A1),...,det(Ay),det(A). Um diese zu berechnen, kénnte man etwa die LEIBNIZ-Regel

det(A Z &gnaHaw ()

oESH

verwenden, die n! Rechenoperationen erfordert. Dafs die CRAMER’sche Regel zur Losung eines
Systems von mehr als drei Gleichungen fiir die Praxis ungeeignet ist, zeigt die folgende Tabelle.
Dort stehen die Zeiten, die ein 40 Gflop-Rechner (=4 - 10'Y flops/sec) fiir die Berechnung von =
mittels CRAMERscher Regel fir n = 10,12, 14, 16, 18, 20 briuchte.
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n | 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20
Zeit ‘ 9.9-107*s ‘ 0.16s ‘ 0.54 min ‘ 2.47h ‘ 51w ‘ 40.5a

Im folgenden werden wir verschiedene Ansétze zur Losung von linearen Gleichungssystemen
Az = b kennenlernen, die ausnutzen, daf die Losung von (3.1.1) identisch zur Loésung von
CAz = Cb mit C € R™"™ und det(C) # 0 ist.

3.2 Dreiecksmatrizen und Riickwartseinsetzen

Eine Matrix R = (74;)i j=1,..n € R™" heilt obere Dreiecksmatriz, falls r;; = 0 fiir i > j gilt,

i1 T2 -0 Tin
0 92

R =
0 0 7o

f11 0 0
I @1 Lo
: 0
Enl Enn

Insbesondere ist die Transponierte einer oberen Dreiecksmatrix eine untere Dreiecksmatrix und
umgekehrt, also R = L und LT = R. Die einzigen Matrizen, die sowohl obere als auch untere
Dreiecksgestalt haben, sind Diagonalmatrizen.

Wir stellen zunéchst die Frage, fiir welchen Typ von A das Gleichungssystem Ax = b besonders
leicht 16sbar ist. Falls A diagonal ist, ist der Fall trivial. Hat A obere Dreiecksgestalt, so ist (3.1.1)
von der Form

r1121+ ...+ Ty = bl

(3.2.1)

Tan®n = by

n
det(R) = H T
i=1
gilt, ist (3.2.1) genau dann eindeutig l6sbar, wenn r;; # 0 fiir alle @ = 1,...,n gilt. Dies 14t
folgende Losungsstrategie zu: Stelle die letzte Gleichung von (3.2.1)) zu

bn,
Ty = —
Tnn
um. Durch sukzessives Einsetzen der Werte z,,, x,_1,... von unten nach oben erhilt man den

Losungsvektor des Systems. Hiermit ldfst sich folgender Algorithmus herleiten.

Algorithmus 3.2.2 (Riickwértseinsetzen). Seien R € R™*" eine obere Dreiecksmatrix mit r;; #
0 fiir allet=1,...,n und b € R".
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FORj=mn,...,1

n

bj— > TikTk
k=j+1

T =
J .
755

END. n

Der Rechenaufwand fiir diesen Algorithmus betrégt fiir jedes j = n,...,1 je n — j Multiplikatio-
nen/Additionen und eine Division. Insgesamt ergibt sich als Rechenaufwand

n—1

L nn-1)
S0 = 2=

i=1

fiir die Multiplikationen bzw. Additionen und n und fiir die Divisionen. iiblicherweise ist eine
Addition viel schneller berechenbar als eine Punktoperation. Daher zéhlen wir nur die Multi-
plikationen und Divisionen als wesentliche Operationen. Weiterhin beriicksichtigen wir nur die

Terme von hoéchster Ordnung, d.h.
nin—1) . n?

2 27

Demnach betrégt der Rechenaufwand fiir das Riickwértseinsetzen

oL , 3.2.3
(5°) (323

wobei n die Anzahl der Unbekannten bezeichnet. Das Verfahren fiir das Vorwértseinsetzen l&uft
komplett analog. Im folgenden erarbeiten wir eine Strategie zur Losung von Ax = b fiir Matrizen
A mit beliebiger Struktur und det(A) # 0. Dazu transformieren wir A auf obere Dreiecksgestalt.
Hierzu noch folgendes

Lemma 3.2.4. a) Seien R; und Ry obere Dreiecksmatrizen, dann ist auch R; Ro eine obere
Dreiecksmatrix.

b) Ist R eine obere Dreiecksmatrix, so ist auch R~! eine obere Dreiecksmatrix.

Analoge Aussagen gelten fiir untere Dreiecksmatrizen.

3.3 GAvuss—Elimination und LR—Zerlegung

Wir beginnen unsere Diskussion mit Methoden ohne Pivotisierung. Die bekannteste Methode,
das System
Arx=1b (3.3.1)

mit det(A) # 0 auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, ist die GAUss—Elimination. Die Idee hierbei
ist, daf man die Losung von nicht verdndert, wenn man ein Vielfaches einer Gleichung von
einer anderen subtrahiert. Sei a;; # 0. Man subtrahiere nun geeignete Vielfache der ersten Zeile
von A von den iibrigen Zeilen, sodafs die resultierenden Eintrége der ersten Spalte der Matrix A
verschwinden, d.h.

* ok ok k% * ok ok k%
* ok k% % 0 * * * x*
A=AD = |5« % 5 % x| =0 x % % x| =43
* % ok ok % 0 * * *x x
¥ ok %k % % 0 * * * =%
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Ist nun der (verinderte) Eintrag ags von A®) ungleich null, so wiederhole man das Verfahren
fiir die zweite Spalte. Mit diesem Verfahren kann man A sukzessive auf obere Dreiecksgestalt
bringen, ohne daf man die Losung von (3.3.1)) verdndert. Damit dies gilt, mufs man entsprechend
auch die rechte Seite b umformen. Dazu kann man das System auch in eine einzige Matrix, eine
erweiterte Koeffizientenmatriz (A, b) schreiben. Hieraus ergibt sich folgender Algorithmus.

Algorithmus 3.3.2 (Reduktion auf obere Dreiecksgestalt). Seien A € R™ "™ mit det(A) # 0
und b € R".

FORj=1,...,n—1

IF a;; #0
FORi=j+1,...,n
Qi
Zi < 2 — 7”2]' =: fz‘j (3.3.3)
ajj
END
END
END
]

Hierbei steht z; fiir die i-te Zeile der jeweiligen Untermatrix AU Es empfiehlt sich, zur Priifung,
ob a;; # 0 ist, nicht IF(a[j][j]1!=0) abzufragen, sondern besser IF ((FABS(a[j][j]1)>0) abzu-
priifen. Das Resultat dieses Algorithmus hat die Form (R, ¢), wobei R eine obere Dreiecksmatrix
ist. Dieser Algorithmus versagt allerdings, wenn a;; = 0 fiir ein j ist. Diesen Fall behandeln wir
spater. Um ein Gefiihl fiir das praktische Vorgehen des Algorithmus zu bekommen, betrachten
wir folgendes

Beispiel 3.3.4. Gegeben seien

2 -1 -3 3 1
4 0 -3 1 -8
A=l 6 1 -1 6| " P71
2 -5 41 ~12

Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) lautet

2 -1 -3 3 1
4 0 -3 1 =8
6 1 -1 6 —-16
-2 -5 4 1 -12

(Av b) =

Wir gehen den obigen Algorithmus schrittweise durch: Sei j = 1. Der Algorithmus berechnet

-1 -3 3 1
2 3 =5 -10
4 8 -3 -19

-6 1 4 -11

=~ W N =
w
S O O N
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Nun folgt j = 2:

e 2 -1 -3 3 1
3 2; R 0 2 3 -5 —10
Ll 3 0 0 2 7 1
0 0 10 —11 —41
Und schlieflich noch j = 3:
2 -1 -3 3 1
1 &'3 0 2 3 -5 —=10 .
5 7 lo o 2 7 1|=@9
0 0 0 —46 —46

Nun erhélt man die Losung

durch Riickwértseinsetzen. In der Praxis ist es weiterhin iiblich, die Elemente unter der Diago-
nalen, die wir hier als Null ausgegeben haben, mit den jeweiligen £;; Werten der nebenstehenden
Tabellen zu iiberspeichern. "

Fiir die GAuss—Elimination ohne Pivotisierung ergibt sich folgender Algorithmus.

Algorithmus 3.3.5 (GAuss-Elimination ohne Pivotisierung).

1.) Bestimme (A4,b) — (R, c) gemif Algorithmus (3.3.2]
2.) Lose Rz = ¢ geméf Algorithmus

Bei der Implementierung braucht man durch geeignetes iiberspeichern der Eintrige von A und
Ablegen der ¢;; unterhalb der Diagonalen keinen zusatzlichen Speicherplatz.

Programmentwurf 3.3.6 (fiir Algorithmus|3.3.2)). Seien A € R™*™ mit det(A) # 0 und b € R™.
FOR j=1,...,n—1

IF a5 = 0 STOP

ELSE

FORi=j7+1,...,n
ajj < = bj < b; — a;;b;
FORk=j+1,...,n
Qi < Qi — Q35 Qjk
END
END
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END

END n

Der Rechenaufwand fiir diesen Algorithmus ist

o (7;)3) , (3.3.7)

da bei den drei Rechenschritten fiir Riickwértseinsetzen und GAUSS—Elimination jeweils n — j
Operationen ausgefiihrt werden miissen.

Satz 3.3.8. Sei A € R™*" nichtsinguldr und der GAuss—Algorithmus durchfithrbar (d.h.
es gilt a%) # 0 fiir jedes j). Dann liefert Algorithmus |3.3.6| eine LR—Zerlegung von A, d.h.

A=LR (3.3.9)
mit
1 0 0
L:= Eél 1
1 0
gnl En,nfl 1
und
ail a2 a1n
R := 0 az
0 0 anp
sind. Diese Zerlegung ist eindeutig.
Beweis: Einen Beweis findet man z.B. in [DH]. n

Da die Matrix L auf der Diagonalen nur Einsen enthélt, also normiert ist, muf man diese bei der
Implementierung nicht abspeichern. Wir geben die Matrizen L und R fiir obiges Beispiel noch
einmal explizit an:

1 000 2 -1 -3 3
2 1.0 0 0o 2 3 5
L=1 3 91 o] wd E=|y o o 7
1 -3 5 1 0 0 0 —46

Mit der Faktorisierung (3.3.9) von A lafst sich Algorithmus folgendermafien schreiben:

Algorithmus 3.3.10.

1.) Bestimme A = LR mit Ax = LRz = Ly = b.
2.) Lose Ly = b durch Vorwértseinsetzen.

3.) Lose Rz =y durch Riickwértseinsetzen.
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Der Rechenaufwand fiir Algorithmus [3.3.10] betragt fiir das Vorwérts— und Riickwértseinsetzen
je O (%nz) und fiir die LR—Zerlegung O (%n3), insgesamt also O (%n?’)

Wir kommen nun zu Methoden mit Pivotisierung. Satz gilt nur unter der Voraussetzung,
daf a%-) # 0 fir alle j gilt. Schon das Beispiel

()

zeigt, dafs dies nicht immer gelten mufl. Weiter kann es problematisch sein, wenn einige Matri-
xeintrige sehr klein im Vergleich zu anderen sind. Ein eindrucksvolles Beispiel hierfiir findet man
in [DH], p. 10. Andererseits &ndert sich die Losung des Gleichungssystems Ax = b nicht, wenn
man die Gleichungen in Ax = b, d.h. die Zeilen von A und die entsprechenden Komponenten von
b vertauscht. Im obigen Beispiel liefert bereits die Vertauschung beider Zeilen eine obere Drei-
ecksmatrix. Ist allgemeiner det(A) # 0, so enthélt die erste Spalte von A mindestens ein Element
a;1 # 0. Falls also a;; = 0 ist, vertausche man die erste Zeile mit der i-ten Zeile, damit eine
Anwendung des obigen Prinzips ermdglicht wird. Dies legt die folgende Vertauschungsstrategie
nahe. Man bestimme in der zu eliminierenden Spalte zuerst das betragsméfig grofite Element
und vertausche die Zeilen entsprechend. Dies nennt man Spaltenpivotisierung.

Programmentwurf 3.3.11 (LR—Zerlegung mit Pivotisierung). Fiir j = 1,...,n — 1 berechne
p mit j < p < n, sodafs
lap| = max faij]
ist. Setze dann
i ="p,
um die Pivotzeile zu merken. Vertausche dann Zeile j mit Zeile p. Fiir ¢ = j +1,...,n berechne
Qjj < —.
ajj
Fir k=j41,...,n berechne
Qi <= Qi) — Qij Q.

Die Vertauschung wird mittels elementarer Permutationsmatrizen dargestellt. Sie entstehen aus
der Einheitsmatrix durch das Vertauschen der Zeile 7 mit der Zeile k. Es ist

1

Py, = : : (3.3.12)

1

Damit entspricht in Programmentwurf [3.3.11) r; den Permutationsmatrizen P, und es folgt

P:=[] P, (3.3.13)
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Beachte

qet(py) — [ L fallsi=k (3.314)
TN falls i £k .

Nun haben wir folgenden

Satz 3.3.15. Sei A € R™*"™ nichtsinguldr. Dann existiert eine Permutationsmatrix P, eine dazu
eindeutige normierte untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix R mit

PA=LR. (3.3.16)

Beweis: Einen Beweis findet man in [DH| und in Standard-Numerik-Biichern. n

Also haben wir folgenden

Algorithmus 3.3.17 (GAuss-Elimination mit Pivotisierung).

1.) Bestimme PA = LR mit PAxz = LRz = Pb.
2.) Lose Ly = Pb durch Vorwértseinsetzen.

3.) Lose Rz =y durch Riickwértseinsetzen.

Der Rechenaufwand ist immer noch O (%n?’) Anstelle der Spaltenpivotisierung kann man auch
eine Zeilen— oder sogar eine Totalpivotisierung (d.h. Zeilen— und Spaltenpivotisierung) durchfiih-
ren, wobei letzteres meist nicht angewendet wird, da es in der Regel zu aufwendig ist.

Wir kommen nun zu dquilibrierung und Skalierung. Eine Multiplikationen der Zeilen des Glei-
chungssystems Ax = b mit Skalaren &ndert die Losung nicht, wohl aber die Reihenfolge der
Vertauschung. Anstelle von Az = b 16st man dann ein System der Form DAz = Db, wobei

-1
n

D = diag(dy,...,dy) eine Diagonalmatrix und d; = | >_ |ai;| fir i« = 1,...,n ist. Dies
j=1

nennt man Zeilendquilibrierung. Entsprechend kénnte man eine Spaltendquilibrierung oder bei-

des durchfiihren. Hierfiir gibt es aber kein festes Verfahren. Daher sind solche Skalierungsfragen

in Paketen wie LAPACK meist dem User tiberlassen.

Einige Konsequenzen und Anwendungen von Satz [3.3.15|sind etwa die vereinfachte Berechnung
von Determinanten. Aus PA = LR folgt

det(P) - det(A) = det(L) - det(R) = det(R).

Mit (3.3.14) ist o := det(P) = (—1)°, wobei s die Gesamtanzahl der Zeilenvertauschungen
bezeichne. Hieraus folgt nun

det(A) = odet(R) =0 ﬁ T} (3.3.18)
j=1

Hierbei betridgt der Aufwand nur O (%n‘%) Operationen im Vergleich zu O(n!) Operationen bei
der Anwendung der LEIBNIZ-Regel. (Fiir n = 20 bedeutet dies auf einem 40 Gflop-Rechner
0.1 ps gegeniiber 40.5a.) Fiir den Fall mehrerer rechter Seiten b muf man das Gleichungssystem
Az = b nicht mehrfach mit verschiedenen rechten Seiten 16sen, sondern benétigt nur einmal die
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LR~Zerlegung von A mit dem Aufwand O (%n‘g) Der Rest erfolgt tiber Vorwarts— und Riick-
wiartseinsetzen mit einem Aufwand von O (%nz) Auch die Berechnung der Inversen ist durch
das Losen von Gleichungssystemen moglich. Es gilt, dafs

PA=LR & A '=R'L7'P

ist. Algorithmisch bedeutet dies die Losung von n Systemen Az’ = e’ fiir i = 1,...,n. Dann
3

sind die 2* die Spalten von A~'. Der Aufwand hierbei ist O (%) fiir die LR—Zerlegung, sowie

n-mal Vor— und Riickwirtseinsetzen mit je O (”72), also insgesamt O (%) In der Numerik

wird in der Regel die Inverse einer Matrix nie explizit benétigt. Der Ausdruck z = A~!b ist stets
prozedural so zu interpretieren, daff x die Losung von Ax = b ohne explizite Berechnung von
A1 ist.

Bemerkung 3.3.19.

a) Die LR-Zerlegung aus (3.3.18) léfst sich auch blockweise anwenden, d.h. fiir a;; € R™*" mit
r<n.

b) Insbesondere laft sich die LR-Zerlegung verwenden, wenn A eine Block— oder Tridiagonal-
matrix ist.

3.4 CHOLESKY—Verfahren

Obige LR~Zerlegung ist prinzipiell fiir beliebige Gleichungssysteme mit nichtsinguldren Matrizen
A anwendbar. Viele Anwendungsbeispiele liefern jedoch Matrizen, die bestimmte Struktureigen-
schaften haben. Oft liegt zum Beispiel der Fall vor, dal A symmetrisch und positiv definit ist.

Definition 3.4.1. Eine Matrix A € R™*" heillt symmetrisch positiv definit, falls

A=AT und el Az = (x, Az) > 0
fiir alle x € R™, x # 0 ist. Der Begrift symmetrisch negativ definit ist analog definiert. m
Beispiele fiir symmetrisch positive Matrizen sind etwa A = I, A := BTB mit B € R™*"

und m > n sowie rang(B) = n. Diese Problematik werden wir in Kapitel [4] bei den linearen
Ausgleichsproblemen wieder aufgreifen. Wir gehen weiter mit einigen

Eigenschaften 3.4.2. Sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit. Dann gilt:

i) Ist A invertierbar, so ist auch A~! symmetrisch positiv definit;
i) a; >0 fiirallei=1,...,n;
iii) jede Hauptuntermatrix
Ai1g1 - A4l
A — . .
Qi1 0 Aigae

fir 1 <41 <ip < n ist wieder symmetrisch positiv definit;
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iv) es gilt max (ay) > |apq fiir p,g=1,...,n.

i=1,...,n
v) A hat nur positive reelle Eigenwerte;

vi) bei der LR—Zerlegung ohne Pivotisierung ist die Restmatrix wieder symmetrisch positiv
definit. .

Wesentlich ist das folgende Resultat.

Satz 3.4.3. Jede symmetrisch positiv definite Matrix A € R™*"™ besitzt eine eindeutige Zerlegung

A=LDLT, (3.4.4)
wobei
1
L=1|, - und D = diag(di1, ..., dnn) (3.4.5)
* % 1

mit di; > 0 fiir alle 4 = 1,...,n ist. Umgekehrt ist jede Matrix der Form LDLT mit den
Eigenschaften wieder symmetrisch positiv definit.

Beweis: Wir beginnen mit der Notwendigkeit der Bedingung. Sei A symmetrisch positiv definit.

Nach (i) ist A invertierbar. Weiter existiert nach (i) und (iv) eine eindeutige
LR~Zerlegung von A (ohne Pivotisierung) der Form A = LR. Sei nun D := diag(ri1,..., ")

und M := D7'R. Dann gilt A = LR = LDM und AT = MTDL". Wegen A = A" und der
Eindeutigkeit der Zerlegung ist L = M” also A = LDL". Weiter ist r;; > 0 fiir alle i = 1,...,n,
denn

0<alAz = (x,LDL"z) = (L2, DL z) = (y, Dy) = Zdiiyf (3.4.6)
i=1

womit die Behauptung folgt. Die Bedingung ist hinreichend. Die Symmetrie ist klar. Der Rest

folgt mit (3.4.6)). .
Bemerkung 3.4.7.

i) Es gilt o
A=LDL" = LL"
- 1 1
mit L := LD? und D? := diag(diy, ..., d3n). Die Matrix L heift CHOLESKY—Zerlegung
von A und ist eine untere Dreiecksmatrix.

ii) Beachte, daR wegen [3.4.2](ii) und (iv) keine Pivotisierung notwendig ist. Dies ist auch
nicht sinnvoll, da eine Vertauschung von Zeilen die Symmetriestruktur zerstéren wiirde.

iii) Da A = AT, ist A bereits durch % Eintrage a;; mit ¢ < j vollstandig bestimmt.
Eine mogliche Anwendung der CHOLESKY—Zerlegung bietet die Matrix, die durch Diskretisierung
einer elliptischen Differentialgleichungen entsteht.

Die Konstruktion der CHOLESKY—Zerlegung von A beruht auf einer geschickten Reihenfolge der
Berechnung der Eintrige von L durch elementweise Auswertung von A = LDL” der Form

11 0 d11 0 b oo U air - GQlp
=1 : N (3.4.8)

by - Ay 0 dnn 0 lnn anl - dpn
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Fiir das untere Dreieck ¢ > k gilt
n k—1
i =Y Lijdjile; =Y Lijdiile; + Lindinlen.
P =1
Dies ist dquivalent zu
k-1
Cirdpr = air, — Y Lijdile;.
=1
Fiir k = 1 gilt
lirdyy = a1,

womit flir ¢ = 1 d1; = a1 folgt, da 11 =1, und fiir ¢ > 1 ;1 = 2111 Damit haben wir die erste
Spalte von L berechnet. Setzen wir nun voraus, daf alle Eintrdge von L bis Spalte £ — 1, d.h.
alle £;; fir 7 > 1 und j < k — 1, sowie d;; fiir i« < k — 1 bekannt sind. Damit berechnet sich die
k-te Spalte von L im Fall ¢ = k als

k-1
Cekdir = akk — Zfzjdjj
=1
und im Fall ¢ > k als i
-1
lir = (ak = Y lijd;jles) [ dpy.
=1

Das Verfahren ist immer durchfithrbar, da nach (3.4.5) dg; > 0 ist. Somit haben wir einen

Programmentwurf 3.4.9 (CHOLESKY—Verfahren).

FORk=1,...,n
diag < agp — Z aijajj

i<k
END
IF diag < 107° ay), STOP
ELSE
ag, < diag

FORi=k+1,...,n
aik < (aik — Y aijaj;an;)/axk
i<k
END

END [
Bemerkung 3.4.10.

i) Die Losung von Az = b < LDLTz = b reduziert sich wieder auf Ly = b mit y = DLTz
(vorwirtseinsetzen) und LTz = D~ 1y.

ii) Obiger Programmentwurf enthélt einen numerischen Test auf positiv—Definitheit.

iii) Der Aufwand ist etwa die Hélfte der LR—Zerlegung, also O (%n?’).
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3.5 Bandmatrizen

In den Anwendungen gibt es oft Matrizen A € R™*"  die diinn besetzt (sparse) sind, d.h. die
Anzahl der Nicht-Null Eintriige ist O(n) im Unterschied zu O(n?) einer vollbesetzen Matrix.
Eine spezielle Form sind Bandmatrizen. Bandmatrizen sind quadratische Matrizen, bei der alle
Matrixelemente gleich Null sein miissen, aufler denen, die auf der Hauptdiagonalen und p dariiber
und ¢ darunter liegenden Diagonalen a;; mit j < ¢ + p bzw. a;; mit ¢ < j + ¢ liegen. Die
Matrixelemente ungleich Null sind alle auf einem diagonal verlaufenden Band angeordnet, was
auch den Namen erklart. Eine Bandmatrix hat also die folgende Gestalt:

air -+ atp 0
a . I
A= |1 . (3.5.1)
’ ) An—p+1,n
0 pn—q+1 " Ann

Man sagt, die Matrix hat die Bandbreite p 4+ q — 1.

Bemerkung 3.5.2. Bei der LR—Zerlegung ohne Pivotisierung bleibt die Bandbreite erhalten.
Sei A = LR mit Bandbreite p + ¢ — 1. Dies ist dquivalent zu L hat die Bandbreite ¢ und R hat
die Bandbreite p. "

Fiir den Rechenaufwand gilt: Die LR—Zerlegung kostet O(pgn) und das Vorwérts— und Riick-
wartseinsetzen O((p + ¢)n). Insbesondere gilt, falls p und ¢ klein sind relativ zu n, dak der
Aufwand zu O(n) proportional zur Anzahl der Unbekannten schrumpft. Weiter kann man eine
kompakte Speicherung von Bandmatrizen durchfiihren. Bandmatrizen werden im Allgemeinen
nicht als Feld mit n? Eintriigen gespeichert, sondern man benutzt Skyline— oder SKS-Formate.
Hierzu codiert man die Skyline der Matrix. Die Idee dabei ist, dafs man Matrixeintrége hinter-
einander weg speichert und einen Vektor mit Positionen der Eintrége initialisiert.

3.6 Fehleranalyse bei linearen Gleichungssystemen

Wir fragen uns nun, wie die exakte Losung x von
Ax =1 (3.6.1)

mit nichtsymmetrischem A € R™*™ und b € R™ von Stérungen in A und b abhéngt. Dies soll im
Sinne der Riickwéartsanalyse geschehen. Wir interpretieren also Rundungsfehler bei Rechnungen

als Eingabefehler. Sei dabei || - || eine beliebige, aber fest gewéhlte Vektornorm auf R™ bzw. die
durch 1Az
x
| Al := sup
induzierte Operatornorm. Als Operatornorm ist || - || submultiplikativ, d.h.
[AB] < |[All - [IB]l (3.6.2)

fir A, B € R™*™.
Sei & = ¢ + Az die Losung des gestorten Systems

(A+ AA)(z + Az) = (b+ Ab). (3.6.3)
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Satz 3.6.4 (Storungssatz). Sei A € R™*™ nichtsinguldr und b € R". Es gelte
A7) - A4 < 1. (3.6.5)

Dann gilt fir Az geméaf (3.6.3)

A A AA A
1az] _ _ sp(4) (1, 1oy 560
2l ™ 1 — ey (A) - 'li | Al [o]]
mit der Kondition von A beziiglich || - ||,
ri (A) = A - AT (3.6.7)

Beachte noch, daft wegen

[[AA]

Fij (A) - T4 = Al - A7 - aA] <1
der Faktor auf der rechten Seite in 6) positiv ist. Weiter besagt (3.6.6)), daf sich der relative
Fehler in = durch den relativen Fehler der Eingabedaten ”HAAfi” nd ”HAbI\)\” abschatzen laft. Satz

4] gilt auch, wenn AA = 0 oder Ab = 0 ist, also keine Storung weder in A noch in b vorhanden
ist. Fallb AA = 0 ist, reduziert sich (| auf

| Azl
(el

Beweis: Es gilt

(A+ AA)(z+ Az) =b+ Ab

Az + (AA)z + A(Az) + (AA)(Az) = b+ (Ab)
A(Az) = Ab— (AA)z — (AA)(Ax)

Az = ATHAD) — AN (AA)z — AT (AA)(Az),

111

womit
[Az| < [JATH] - [AA] - [l + 1AM - [|AA] - |Az]| + [|ATH] - [|Ab]
folgt. Dies ist dquivalent zu

|AA] 1Al

Afl
(1= mnl2el) et < jamiy - Qb naapon + Bl yavpan

Beachte nun
[0l = [|Az]| < [|A]l - ||,

woraus
L=l

AT = 1]

folgt, womit wir weiter abschétzen

AA
(1=t 1az)
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|AA] HN)H)
< R (A ( k4
g 1+ T
|AA] [[Ad]| ]
< K.
) | Moo+ Lotlan
Und somit gilt
1Azl g(A4) ‘<!AAH HAbH)
ol = 1= g4 BB21 \TAT B

Bemerkung 3.6.9. In einer Maschine mit Maschinengenauigkeit eps sind die Daten A, b mit
dem Fehler eps behaftet. Daher gilt nach Satz [3.6.4] da® es fiir die Bestimmung von z einen
unvermeidlichen Fehler der Grékenordnung . (A) eps gibt.

Bemerkung 3.6.10. Allgemein it sich natiirlich ||A™1|| nicht explizit ausrechnen, da die
Berechnung von A~ mehr Aufwand als die Losung von Az = b erfordert. Daher schitzt man

#||.| (A) iiber Kenntnisse der Eigenwerte ab. Es gilt M > K| (A). n

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts noch einmal zusammen: Ist A symmetrisch positiv
definit, so kann man das CHOLESKY—Verfahren anwenden. Die Riickwértsanalyse liefert, dafs &
die exakte Losung des gestorten Systems

(A+AA)F=1b

ist, wobei sich die Storung durch

[AAL]
[R1

mit einer von n abhéngigen Konstante ¢, abschétzen 1aftt. Somit ist die Stérung in der Groéfenord-
nung der Maschinengenauigkeit. Also ist das CHOLESKY—Verfahren stabil. &hnliches gilt fiir die
LR~Zerlegung mit Pivotisierung. Hier ist das Verfahren auch stabil, d.h. der Fehler bleibt in der
Grofenordnung des durch die Kondition bedingten Fehlers. Das Verfahren fiir die LR—Zerlegung
fiir beliebiges A ohne Pivotisierung hingegen ist nicht stabil.

—— < ¢, -eps

Beispiel 3.6.11. Lose das System Ax = b, wobei A die HILBERT-Matrix

11 1 1
L3 3 1 n
1 1 11 1
1 1 cee 1
n  ntl 2n—1
ist. Wahle b = (n7 n—1|-17 ce ﬁ)T Dann ist die Losung = = (0,...,0,1)T. A ist symmetrisch

positiv definit. Fiir n = 12 und eps = 1076 gilt fiir die CHOLESKY—Zerlegung, daf das Resultat
mit einem Fehler der Gréfsenordnung

17 = 2llee 16102
[Eg

behaftet ist, da koo (A) ~ 101 fiir n = 12 ist. n
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3.7 QR—Zerlegung

Bisher hatten wir als Verfahren zur Losung des Gleichungssystems Ax = b die Zerlegung A = LR
betrachtet, wobei L eine untere und R eine obere Dreiecksmatrix waren. Jetzt diskutieren wir

eine Zerlegung
A=QR (3.7.1)

wobei @ eine orthogonale und R eine obere Dreiecksmatrix ist. Dazu definieren wir

Definition 3.7.2. Eine Matrix Q € R™ ™ heifit orthogonal, falls Q7Q = I ist. "

Aufgrund der Orthogonalitit ist Q7! = Q7 was
Az =b <= QRx=0b < Rz =Q"b (3.7.3)

impliziert, d.h. die Berechnung der Losung reduziert sich wieder auf Riickwértseinsetzen, wenn
die QR—Zerlegung von A bekannt ist (fiir nichtsinguléres A). Die QR—Zerlegung ist ein sehr
stabiles Verfahren zur Losung linearer Gleichungsysteme. Sie wird auch zur Loésung von Aus-
gleichsproblemen und der Berechnung von Eigenwerten eingesetzt. Insbesondere mufs die Matrix
weder quadratisch noch nichtsingulér sein. Die Menge der orthogonalen Matrizen bezeichnen wir
mit

On(R) :={Q e R™": QT =Q 1. (3.7.3a)

Satz 3.7.4. Fiir orthogonale Matrizen @, P € O, (R) gilt

i) [det(Q)] = 1.
ii) Q- P € 0,(R).

ili) ||Qz|, = ||z, fir alle z € R™.
Geometrisch beschreiben orthogonale Matrizen also Drehungen oder Spiegelungen.

iv) ||All2 = [|QA|l2 = ||AQ]|2 fiir alle A € R™*"™
V) K2(QA) = ka(AQ) = ka(A) fiir alle A € R
vi) K2(Q) = 1.

Wir kommen nun zur Bestimmung der Zerlegung (3.7.1). Die Matrix A wird durch sukzessive
Multiplikation mit geeigneten Orthogonalmatrizen @; € O, von links auf obere Dreiecksgestalt
gebracht. Man setzt

[[o:=@

Die Konstruktion der @); erfolgt nach zwei unterschiedlichen Prinzipien. Entweder

e nach den HOUSEHOLDER-Reflexionen, oder

e nach den GIvENS—Rotationen, die gezielt ein vorhandenes Nullenmuster der Matrix aus-
nutzen kénnen.
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3.7.1 HOUSEHOLDER—Spiegelungen

Das Prinzip der HOUSEHOLDER—Spiegelungen ist, die Spalten von A sukzessive auf ein Vielfaches

des ersten Einheitsvektors zu transformieren. Definiere dazu fiir v = (vq,...,v,)T die Dyade
V1 v1vr -0 U1l
T .
vot = | (v1,...,00) =
Un UnU1 -+ UpUn

Man beachte, daf vo? € R™" und vTv € R sind. Eine HOUSEHOLDER-Transformation ist von

der Form
2 T
QU =1 — m’l}?} . (375)

Eigenschaften 3.7.6. Fiir die Matrix @, gilt:

i) Qv = QUT

i) Q2=1,da

Qv = Q(Qu) = <I - ?UUT> (I - UUT> =1- iUUT + 4 ) U(UTU)UT =1.
vTy

iii) Qu € On(R), da QTQ, 2 22 1.

iv) Qav = @, fiir alle a € R.

V) Quy=y <= ylv=0.

vi) Qv = —u.

Im Folgenden ist es unsere

Grundaufgabe 3.7.7. Zu gegebenem y € R" finde ein v € R, sodafs

Quy = =||y|e' (3.7.8)

gilt. Der Faktor ||y||, auf der rechten Seite stammt von [|Quyll2 = ||y||2, da Q, € O, ist; weiter
rithrt + daher, daf man zwei Moglichkeiten zum Spiegeln hat. Aus der Forderung

2 2
Q= (1- 2oV umye 2 Tome

folgt, dak v eine Linearkombination von y und e! ist. Weiterhin kann wegen (iv) die Ska-
lierung von v frei gewdhlt werden. Setze daher

v =y + ael. (3.7.9)
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Die Bestimmung von « steht noch aus:

2 1 nT
=y — y+ae)(yt+ae ) y
(y+ael)T(y+ael) ( ) ( )
I 2 T nT 1, T 1 nT
=y 'E Yy +ya(e) +ae'y +ozea(e) Y
(v +ac)(y + ael)
2 T 1, T 1
=Y — Yy Yy +yayr + ae yty + aet oy
(y+ ae)’ (y + ae?) ( )
2 T 1/, T
=Y - Yy yy +ayiy +ae (Y y+oyn
(y+ ae)" (y + ae?) ( ( )

2
1 _
( (y+ael)T(y+ael)

1

2ae! (y'y + ayn)
(y + ael)T(y + ael)

'y + ayl)) y—

Da @,y ein Vielfaches von e* sein soll, mufs der Koeffizient von y verschwinden. Also soll gelten

p
1 = (y+ael)T(y+a€1)(yTy+ayl)
2N (y+ael)T(y+ael) = 2Ty + 2ay
s YTy +yTac +ae) y+a(e)aet = 24Ty + 2y
& —yly+2ay +o? = 2oy
& o = vy =yl3
& = |yl

Eine sinnvolle Wahl fiir « ist daher

:{%ﬂwmmﬁmm#o

(3.7.10)
[yl falls y1 =0
Der Grund fiir die Verwendung von sign ist die Vermeidung von Ausléschung
y1 + sign (y1)l|yll

v=y+act = y+sign(y) yle = ”
"
Damit haben wir
Algorithmus 3.7.11 (zur Losung der Grundaufgabe (3.7.7))). Gegeben sei y € R", setze

a <+ sign (y1) ||y, und vy + ael.

Das Ergebnis dieses Algorithmus ist @,y = —ae!. Man beachte, da Q,, nicht explizit aufgestellt
werden muf, wodurch an Speicherplatz gespart wird. Die alleinige Anwendung von @, auf y ist
ausreichend. Dazu folgendes
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Beispiel 3.7.12. Finde zu

2
y=12
1
ein v € R? mit
1
Quy = £|yll,e’ =£3 | 0
0
Nach Algorithmus [3.7.11] ist & = +3 sowie
243 5
v = 2 =2
1 1
und es gilt
-3
Quy = 0
0
Um das Beispiel testen zu konnen, geben wir die Losung @, zu diesem an,
1 —-10 —-10 -5
Qy = 5 -10 11 =2
-5 -2 14

Nun kommen wir zur Reduktion von A auf eine obere Dreiecksmatrix mittels HOUSEHOLDER—
Matrizen. Die Idee hierbei ist die sukzessive Anwendung der Grundaufgabe auf die (ggf. verkiirz-

ten) Spalten von A. Sei A € R™*™ und m > n. Wende Algorithmus |3.7.11| auf die erste Spalte
a' von A an, d.h.

o' = a' +sign (a11)]|al et

@1 Qu € Op(R). (3.7.13)

Die Matrix ()1 A hat die Form

Q1A= 0 2 =: A®),
0
mit A2 € R~Dx(=1) Man beachte, da Q1a' schon bekannt ist, aber man noch
A (oW, i
Qa’ = aj — = (E}(f;T)Uf )
berechnen muR. Daraus folgt dann explizit die Matrix A®). Bestimme analog ein Qs = Q2 €
Rm=1Dx(m=1) fiir die erste Spalte von A®?) und setze

Q2 = : e R™*™,
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Damit erhalt man

* . *
0 *
QQ1A=1|: 0
ot AB)
0 0

usw. Auf freiwerdenden Stellen unterhalb der @;; speichert man v* € R™~1. Da allerdings nur
p — i Plétze frei werden, speichert man die Diagonalelemente gesondert in einem Vektor d € R”
ab.

Beispiel 3.7.14. Seien

A=

N DN =
S O =

1 4
. und damit v'= 2] +3et = |2
2 2

Mit Ql = Qvl ist

1
-3 -1
_ 2
QIA 0 -3
2
0 —3
Fiir vy erhalten wir
~2(1+ x/i))
Vo = .
_2
3
Damit ergibt sich mit Qy = Quo, daf
_2 2v2
= 3] 3
QQ 9 - 0 y
3
womit folgt
1
-3 -1
Q2Q1A=1| 0 %
0 0

Das Resultat wird als

T
und d = (-3, 2\3/5) abgespeichert. "
Damit gelten folgende Eigenschaften der HOUSEHOLDER—-Transformationen:

e Das Verfahren ist sehr stabil, d.h. eine Pivotisierung ist nicht erforderlich. Fiir Einzelheiten
schaue man in [GL].

e Der Aufwand fiir eine vollbesetze Matrix A € R™*™ ist fiir m ~ n von der Ordnung
@ (%n?)) und fiir m > n bei O (an)



3.7 QR—Zerlegung 39

3.7.2 GIivENS—Rotationen

Das Prinzip der GIVENS—Rotationen ist, die Spalten von A durch ebene Drehungen sukzessive
in Achsenrichtung zu bringen. Dazu stellen wir uns wieder eine

Grundaufgabe 3.7.15. Gegeben sei (a, b)T € R2. Finde ¢, s € R mit der Eigenschaft

<—Cs i) <b> - <0> (3.7.16)

A st =1 (3.7.17)

und

Bemerkung 3.7.18. Wegen (3.7.17) kann man ¢ = cosy und s = siny fiir ein ¢ € [0, 27)
setzen, d.h. (3.7.16)) stellt eine Drehung im R? um den Winkel ¢ dar. Fiir die Rechnung wird ¢
jedoch nicht explizit benotigt. "

(50

nur bis auf die Vorzeichen bestimmt ist. Die Wahl des Vorzeichens hat aber keine Auswirkungen.
Weiterhin l&ft die Drehung die EUKLIDISCHE Lénge unveréndert,

Man beachte, dak die Matrix

N <= vz =|l(9)] (3.7.19)
0/ 1l b/l
Zur Bestimmung von ¢ und s gilt nach (3.3.16))
—sa+cb=0 < cb=sa << c:%.
Dies in die erste Gleichung eingesetzt, ergibt
sa 4 sh PN a? + b PN rb b
—a+sb=r S §=—5—75 = —.
b b a?+b r
Damit ergibt sich weiter
sa ba a
C=—=—-—>=—
b rb 7
Also erhalten wir fiir s und ¢
b
ci=—2  und s (3.7.20)

Va2 + b2 RV

Diese Losung ist eine Moglichkeit, die Grundaufgabe zu lésen. Um Rundungsfehler gering zu
halten, implementiert man anstelle (3.7.20)) das folgende Schema.

Algorithmus 3.7.21.

IFb=a,

c+1

s+ 0
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ELSE IF |b| > |al,
T ¢

1
S =
C< ST

ELSE

b

a

1
1472

S« C-T n

T

C <

Dieses Vorgehen ist zur Vermeidung von Multiplikationen grofser Zahlen. Jetzt erweitern wir die
obige Strategie auf n x n Matrizen durch Einbettung.

Definition 3.7.22. Wir definieren die Matrix G, € O, durch

1

1

wobei ¢, s wieder 1} erfiillen. G; ;, bewirkt eine Rotation in der durch e’ und e* aufgespannten
Ebene. n

Insbesondere gilt
1 Tit1

Gol i | =1 : (3.7.23)

T, Tl—1

fir r ::i:\/a:?—}—:c% und

c="" und s="% (3.7.24)
T

Wir fahren fort mit einem
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Beispiel 3.7.25. Unter Anwendung des obigen Prinzips gilt

G12- G

w

z=|-3 0 0
1 1 0
mit

4 3 S 0 L
[ V26 V26
Gia=2 2 0 und  Gig=| 0 1 0
0 0 1 L 0 =
26 V26

Nun die Anwendung auf Matrizen: Zur Reduktion von A auf obere Dreiecksgestalt geht man
folgendermafen vor. Man wende nacheinander GIvENS—Rotationen an, um die Eintrége unterhalb
der Diagonalen zu Null zu machen. Bei diesem Verfahren nutzt man die vorhandenen Nullen aus.
Man erhélt

Ginky ** Giyjy A = R. (3.7.26)

Daraus folgt mit (3.7.2]) und (3.7.4)) (ii)
A=t cl (7) = on 3.7.27
- i1,k 7T YinkN 0 - Q ) ( . )

wobei @ € O, (R) und R € R™*" sind. Wir bemerken noch fiir den Fall p := rang(A) < n, daf
R dann von der Form

* ... ... DRI *
R= oo X (3.7.28)
0
ist. Falls m < n, so hat R die Form
0 = *
R=|: .. .. ] eR™" (3.7.29)
0 -+ 0 =

Beachte noch, daf die Anwendung von G}, die i—te und k-te Zeile veréndert. Hierbei muf die
Reihenfolge beachtet werden.

Beispiel 3.7.30. Schematisch schauen wir uns zunéchst einmal die Wirkung des Verfahrens an:

* o * o * R\ * ok
" * 1,2° 0 % 3 0 % 2,3° 0 %
x % 0 =x* 00
Ein konkretes Zahlenbeispiel ist
3 5 5 7 5 7
A |0 2| G [0 2 G |0 V5
{0 0 0 O 0 O
4 5 0 -1 0 0
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Hinweise zur Implementierung 3.7.31. A wird mit G ;A wie folgt {iberschrieben: Berechne
¢, s gemah Algorithmus [3.7:21]

Firj=1,...,n
a < Q45
b€—>akj
aij<—ca+sb

aj < —sa+cb n

Die Codierung der Gj j, ist mittels einer Zahl

1 falls c=0
@ = i = (sign(c) - 5 falls |c] > |s] (3.7.32)
sign(s) - 2 falls |s| > ||

moglich, die auf den freiwerdenden Stellen a;j abgespeichert werden kann. Zur Dekodierung
verwende dann

Algorithmus 3.7.33.
IFp=1

c+ 0
s+ 1

ELSE IF |p| <1

§2-¢p
c+ V1 — s?
ELSE
c+ 2
)
54+ V1—c? "

Beachte, dafs die Transformation G ohne explizite Aufstellung der Matrix erfolgt.

Eigenschaften der GIVENS—Rotationen sind

e die QR-Zerlegung mit GIVENS—Rotationen ist sehr stabil, d.h. eine Pivotisierung ist nicht
erforderlich.

e Eine flexible Anpassung bei strukturierten Matrizen, etwa bei vorhandenen Nulleintrégen
ist sehr gut moglich. Ein Beispiel hierfiir sind HESSENBERG—Matrizen, bei denen man nur
n — 1 GIVENS—Rotationen benétigt um eine obere Dreiecksgestalt zu erreichen.

e Der Aufwand fiir die QR—Zerlegung mit GIVENS—Rotationen bei vollbesetzter Matrix A €
R™™ jgt falls m ~ n von der Ordnung O (%ng), und falls m > n von der Ordnung
@ (2mn2). Der Aufwand ist bei diinn besetzen Matrizen ist wesentlich niedriger, jedoch
hoher als bei der LR—Zerlegung; aber dafiir wesentlich stabiler. Bei sog. schnellen GIVENS-

Rotationen ist der Aufwand falls m ~ n von der Ordnung O (%n?’) und falls m > n von
der Ordnung O(m - n?).
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HoOUSEHOLDER—-Spiegelungen und GIVENS—Rotationen liefern den konstruktiven Beweis fiir den
folgenden

Satz 3.7.34. Sei A € R"™*". Dann existiert stets ein @ € O,,(R) und eine obere Dreiecksmatrix
R mit
A=QR,

wobei R die Form (3.7.28)) oder (3.7.29) hat. n

Wir fassen den Inhalt der Kapitel und noch einmal kurz zusammen. Die Losung von
Ax = b mit A € R™" iiber die QR~Zerlegung mittels A = QR und Riickwértseinsetzen ist
sehr stabil, da rka(A) = ka(R) und k2(Q) = 1 ist. Die Bestimmung von @ und R erfolgt iiber
GIVENS— oder HOUSEHOLDER—Transformationen. Beide Methoden sind sehr stabil. Der Aufwand
der GIvENs—Methode ist etwa doppelt so hoch wie der der HOUSEHOLDER—Methode. Allerdings
kann bei der GIVENS—Transformation gezielt die Nullstruktur der Matrix A ausgenutzt werden.



4 Lineare Ausgleichsprobleme

4.1 Einleitung

Zur Motivation der in diesem Kapitel beleuchteten Problematik seien zwei Beispiele vorangestellt.

Beispiel 4.1.1. Betrachte einen Gleichstromkreis mit Stromstéarke I, Spannung U und Wider-
stand R. Nach dem OHMschen Gesetz gilt (zumindest fiir gewisse Temperaturbereiche)

U=RI. (4.1.2)
I
(D R
Nun sei uns eine Messreihe von Daten (U;, I;) fir i = 1,...,m gegeben. Die Aufgabe lautet:

bestimme aus den Messdaten den Widerstand R im Stromkreis. Theoretisch mifite R

U; = RI; (4.1.3)
fiir alle i = 1,...,m erfiillen. Da die Messdaten aber mit Fehlern behaftet sind, existieren i # j
mit I o
_ Y Y
R= 7 #* I

Nun stellt sich die Frage, welcher fiir R errechnete Wert der beste ist, oder welches Paar/welche
Paare von Messdaten am geeignetesten sind. Um dies zu beantworten, versuchen wir den Mefk-
fehler auszugleichen, z.B. indem wir das R bestimmen, das den Ausdruck

m

f(R):=> (RI, - U;)? (4.1.4)

=1

minimiert. Das Minimum von f ist gegeben durch

0=f(R)=Y 2RL-U);=2RY I} -2 Ui
=1 i=1 i=1
Das bedeutet .
> Uil
R =" (4.1.5)
> 17
i=1

m
ist extremal. Da f”(R) =2 > I? > 0 fiir alle R ist, ist R* auch minimal und damit ein in diesem

i=1
Sinne geeigneter Wert fiir den Widerstand im Stromkreis. "

Beispiel 4.1.6 (FOURIER-Analyse). Gegeben sei ein Vorgang, der sich durch eine stetige Funk-
tion f(t) mit ¢ > 0 beschreiben lasse und periodisch mit der Periode T sei. Diesen modellieren
wir mittels der FOURIER—Polynome fir N € N

N
1 2rk . 2rk
gN(t) = 5(10 + kgl |:ak COS <Tt) + bk Sin <Tt>:| . (417)
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Dabei soll
T

low = 11, = [ (an(®) ~ £(®)%dt = min (419
0
sein. Daraus ergeben sich als FOURIER—Koeffizienten fir (4.1.7)

T
= ;/f cos<2ﬂk>dt (4.1.9a)
0

und
i k
2 2
T/ sin ( ; )dt (4.1.9b)
0
Wir nehmen nun an, daf anstelle von f nur eine Reihe von Messdaten
fim f(ti)
mit 0 <) <... <ty <T vorliege, wobei m > 2N + 1 sei. Statt (4.1.8) fordern wir nun
m
> (gn(ti) — £;)* = min (4.1.10)
=1
zur Bestimmung von g, d.h. zur Bestimmung von ay, bg. "

Beispiel 4.1.11 (Zeitreihenanalyse des DAX (aus [Sch|)). Gegeben sei ein Datensatz, der sich
aus einer endlichen Menge von Zahlentupeln (t, fi) zusammensetzt. Falls

0<ty<...<ty—-1=T, freR firjedes ke{0,...,N—1} gilt,

nennt man diesen eine Zeitrethe. Die Entwicklung effizienter Verfahren zur Trendbestimmung
grofer Datensétze, wie beispielsweise dem DAX (Deutscher Aktienindex), und zur Signalverar-
beitung ist in den letzten Jahrzehnten immer relevanter geworden.

Abbildung 1: Approzimation (grin) des deutschen Aktienindex (blau) mithilfe der schnellen
FOURIER- Transformation und den 64 betragsmdfig grifsten Koeffizienten
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Approximation mithie der schnellen Wavelst-Transiormation
11000~

Abbildung 2: Approzimation (grin) des deutschen Aktienindex (blau) mithilfe der schnellen
Wawvelet-Transformation und den 64 betragsmdfig grofiten Koeffizienten

Zwei bekannte Verfahren, die schnelle FOURIER-Transformation (FFT), die schnelle Wavelet-
Transformation (FWT) und die neuere Empirical Mode Decomposition (EMD), werden in den
Abbildungen 1, 2 und 3 am Beispiel des DAX miteinander verglichen.

Im Vergleich zu den anderen beiden Verfahren, kommt die EMD ohne Benutzereingabe aus, d.h.,
der Datensatz muss nicht nachtraglich von Hand gewichtet werden, um eine gute Approximation
zu erhalten.

Residuur der Empirical Mode Decomposition

10000 -

Pl

Abbildung 3: Approzimation (grin) des deutschen Aktienindex (blau) bestimmt durch die Empi-
rical Mode Decomposition mit dem Residuum und acht Intrinsic Mode Functions

Andererseits muss neben dieser Eigenschaft vom Anwender die Effizienz und Effektivitdt mehre-
rer Kompressionsverfahren abgewogen werden.

Mit wachsenden Datenmengen ist man bei einer groben Trendbestimmung mit dem schnellsten
Algorithmus viel besser bedient als mit einem langsameren, der zwar hochwertigere Daten liefert,
dies aber moglicherweise zu spét vermag und damit den Sinn einer Prognose zunichtemacht.

Fiir weiterfiihrende Informationen sei die Bachelorarbeit [Sch| zu diesem Thema empfohlen, der
auch die obigen Abbildungen entnommen sind.
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4.2 Lineare Ausgleichsprobleme — GAUSssche Fehlerquadratmethode

Im allgemeinen liegt folgende Situation vor:
Aufgabe 4.2.1. Gegeben seien m Messwerte
(i, bi), (4.2.2)

wobei t;,b; € Rund i = 1,...,m seien, die die Zustdnde eines Objektes b(t) zur Zeit t; beschrei-
ben mogen.

Also gelte \
b; ~ b(t;) (4.2.3) b
an allen betrachteten m Stellen. Wir nehmen bs+
weiter an, dafs diesem Prozef eine gewisse Ge-
setzméfigkeit zugrunde liege, sodak es eine Mo- b
. 4T
dellfunktion
b(t) = p(t;z1,. .., 2n) (4.2.4) bsT
bo+
mit den n unbekannten Parametern zi,...,z,
gebe. Nun lautet die Aufgabe, diese Parameter
aus den Messungen (|4.2.2)) so zu bestimmen, dafs bit
der betrachtete Prozefs mit Ausnahme gewisser
Toleranzen angemessen modelliert wird. | % f } { ~

1 to t3 ty t5 t
In aller Regel wird der Fall m > n vorliegen, was bedeutet, daf man (viel) mehr Messdaten als
Parameter hat. Eine weitere Erschwernis ist, daf diese Daten mit Fehlern behaftet sind, sodaf
die z; so zu bestimmen sind, daf

m
Zwi(bi —o(t;; 21, .., 2n))* = min (4.2.5)
i=1
mit Gewichten w; > 0 wird. Diese Losungsmethode nennt man GAUSSsche Fehlerquadratmetho-
de. n
Wenn ¢ linear von z1,...,z, abhingt, also fiir jedes i =1,...,m
n
go(tz-; Tlye-- ,xn) = Z Q55 (4.2.6)
j=1

gilt, so heift die Aufgabe ein lineares Ausgleichsproblem. In der Statistik heifit dies auch
lineare Regression. Fiir den Rest dieses Kapitels nehmen wir an, daf die Beziehung (4.2.6) gilt,
was uns die Losung von (4.2.5)) leichter macht. In Matrix-Vektorform lautet (4.2.5))

2

Yo Do ayzi—bi| =[Az - b||; = min (4.2.7)

i=1 \j=1

mit A := (a;j)i=1,...m € R™*™ und b € R™, was fiir unsere Aufgabe bedeutet: Finde das z* € R",

j=1..'n
fir das

Az* —b||, = min || Az — b||,. 4.2.
|1Az™ — blly = min | Az — ], (4.2.8)

Dieses x* heifst dann Ldsung dieses i.a. iiberbestimmten linearen Gleichungssystems Ax = b. Man
beachte, daf diese ,Losung” die Gleichung Az = b im allgemeinen nicht erfiillt.
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Bemerkung 4.2.9. Prinzipiell ist die in (4.2.8)) durchgefiithrte Normierung in jeder beliebigen
Norm moglich. Man unterscheidet folgende Begrifflichkeiten:

e ||-||;: lineare Optimierung (wird héufig in den Wirtschaftswissenschaften verwendet)
e ||-]|..: TSCHEBYSCHEFF’sche Ausgleichsrechnung

e ||-|ly: am h&ufigsten in den Anwendungen verwendete Norm. Dieses Vorgehen lafit sich
auch statistisch bzw. wahrscheinlichkeitstheoretisch interpretieren und macht leicht
16sbar. Es gibt eine geometrische Anschauung, da [|-|l, = /(-,+) mit dem EUKLIDISCHEN
Skalarprodukt (-, -) gilt. Wir werden in diesem Kapitel daher stets die EUKLIDISCHE Norm

verenden.
|
Geometrische Interpretation zum dritten Punkt
von Bemerkung [4.2.9} finde zu gegebenem b €
\ b R™ das z* € R", fiir das b — Ax™* senkrecht auf

m—n

R der Menge bild(A) = {z € R" | Az € R™} steht.
b— Ax* Aus dieser geometrischen Interpretation leiten

wir nun die Normalengleichungen ab: Wir haben
gesehen, daf genau dann

bild(A)
T |Az — b, = ;Iel]%}t (4.2.10)
ist, wenn Az — b L bild(A). Unter Ausnutzung
- der Eigenschaft \/(-,:) = || - ||z iibersetzt sich
R™ dies zu
(w, Az —b) =0

fiir alle w € bild(A).
Ersetzen von w durch ein y € R" liefert

(Ay, Ax — b) = 0.
Mit Verwendung des Matrixproduktes anstelle des Euklidischen Skalarprodukts gilt nun

(Ay)" (Az —b) =0,
was gleichwertig mit

yTAT(Az —b) =0
fiir jedes y € R™ ist. Dies schreiben wir wieder als Skalarprodukt durch

(y, AT Az — ATb) = 0.
womit wir schlieflich
AT Az = AT (4.2.11)

als gesuchte Normalengleichungen erhalten. Damit konnen wir als erstes Ergebnis festhalten:

Satz 4.2.12. z* € R" ist Losung des linearen Ausgleichsproblems (4.2.8) genau dann, wenn z*
die Normalengleichungen (4.2.11)) 16st. Insbesondere ist z* eindeutig, wenn A vollen Rang hat,
denn wir haben in [3.1.2] gesehen, dak AT A in diesem Fall invertierbar ist. .

Zum SchluR noch dieses Abschnitts noch eine

Bemerkung 4.2.13. Falls A vollen Rang hat, ist AT A symmetrisch positiv definit. Dies haben
wir am Anfang Kapitel [3.4] bereits gesehen. .
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4.3 Orthogonale Projektionen auf einen Unterraum

Die oben abgeleitete Beziehung || Az — b, = min < Az —b L bild(A), léfst sich auch allgemeiner
fassen, was wir spéater noch benétigen werden.

Aufgabe 4.3.1. Gegeben sei ein (nicht notwendigerweise vollstandiger) Vektorraum V' mit Ska-
larprodukt (-,+) : V' x V' — R und der dadurch induzierten Norm || - || = 1/(-,-). Sei U,, C V ein
n-dimensionaler Teilraum von V. Zu vorgegebenem v € V bestimme man ein u, € U, mit der
Eigenschaft
—v|| = mi —v|. 4.3.2
Jun = o] = i flu = o] (4.3.2)

Dieses u,, € U, existiert, da U, endlichdimensional ist. n

Unter der vorhin angekiindigten Verallgemeinerung bekommen wir nun

Satz 4.3.3. Unter den Voraussetzungen von Aufgabe gilt, dal
— || = mi — 4.3.4
lum = vl = min Jlu — o] (4.3.4)

ist Aquivalent zu
(up, —v,u) =0 (4.3.5)
fir alle v € U, ist, d.h. u, — v J_< ) U,.

e

Beweis: Wir zeigen zunéchst, daf die Bedingung hinreichend ist: Sei also u,, € U,, so gewahlt,
dafs (4.3.5) gilt, und sei u € U, beliebig, also ist u — u, € U,. Fiir ein beliebig vorgegebenes
v € V gilt nun

lu —ol® = [l(w— un) + (un = )|

= lu— unl? + 2 — tp, up — v) + ||un — ||
Da nun das Skalarprodukt in der rechten Gleichung aufgrund von (4.3.5)) verschwindet, ist dies

gleich
lu = v = [lu = wa |l + [Jun = o]%,

Da nun der erste Summand nichtnegativ ist, folgt
[ = vl = [Jun —vl],

woraus die Behauptung folgt. Die Gleichheit gilt im Fall v, = u. Nun zur Notwendigkeit der
Bedingung: Seien v € V' gegeben und u,, € U,, Losung von . Weiter sei u € U, so gewahlt,
dak a := (u, — v,u) nicht verschwindet, was wir zum Widerspruch mit fithren wollen.
Mit @ := u,, — Wﬁ e U, gilt

~ a A
la—ol® = [jun—v— —i
@]
2 2
2 o . o o112
= Hun UH —2 - 2<un_v7u>+ N 4”“”
Il Il
2
«
un = o* = —.
o]

Also ist
@ — vl < [lun — 2|
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im Widerspruch zu (4.3.4)). n

Die Losung von Aufgabe ist also die orthogonale Projektion von v beztiglich (-,-) auf U,.
Dies macht die Losung von Aufgabe natiirlich besonders leicht, wenn eine orthogonale
Basis von U,, beziiglich (-, -) bekannt ist. Diese ist iiber das Verfahren von GRAM—SCHMIDT stets
konstruierbar. Sei {1, ..., ¢, } eine Orthonormalbasis von U,, beziiglich (-,-), d.h.

(pirpj) = dij (4.3.6)
fiir alle 4,7 = 1,...,n. Dazu noch

Bemerkung 4.3.7. Falls {¢1,...,¢n} eine Orthonormalbasis von U, ist, so hat jedes u € U,
eine eindeutige Darstellung

= (u,95)¢ (4.3.8)
7j=1

In dieser Gleichung bezeichnet man (u, ;) als verallgemeinerte FOURIER-Koeffizienten.

n
Beweis: Sei v, :==u — ) (u, pj)p;. Wir miissen v, = 0 zeigen. Nach Konstruktion von v, gilt
i=1

(vn, i) = <U—Z(u,<ﬂj><ﬁj,%>
j=1
= (wei) = > (u,05){p5,0:)
j=1
- <u7 901'> - <u7 901'> =0

fiir jedes i =1,...,n. Also v, L U,. Da aber v,, € Uy, muf v, = 0 sein.

n
Die Eindeutigkeit der Darstellung (4.3.8) folgt fiir zwei Darstellungen u = Z ujp; = Y Ujp;
J=1 J=1

n
mit Koeffizienten u;, i; wegen der Orthonormalitét der ¢; aus (u,¢;) = > u;{p;, ;) = u; und

J=1
n

andererseits (u, ;) = Y U;(p;, vi) = U, also u; = 4; fir jedesi =1 ..., n. n
j=1

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen als

Satz 4.3.9. Sei {¢1,...,pn} eine Orthonormalbasis von U, C V. Fiir jedes v € V 16st dann

n

un =Y (v, 05)0; (4.3.10)

j=1

die Aufgabe [£:3:1]

Beweis: Mit (4.3.6) und (4.3.10) gilt
<un —'U7Q07j> = <Z<U790]>90] _v790i>

j=1
n

= ZU (Pj 90]7901 _<Ua(;0i> =0
7=1

fir allei =1,...,n. Da {®1,...,p,} eine Orthonormalbasis von U, ist, folgt (u,, —v,u) = 0 fir
alle u € U,, und mit Satz dann die Behauptung. n
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4.4 Singulidrwertzerlegung und Pseudoinverse

In Satz 4.2.12| haben wir gesehen, daf ein x* genau dann das lineare Ausgleichsproblem (4.2.8))
16st, wenn x* die Normalengleichungen (4.2.11f), ndmlich
AT Az = AT

mit A € R"™*™ wobei m > n ist, 16st. Insbesondere zieht der Fall rang(A) = n nach sich, dafs
AT A invertierbar ist, woraus fiir 2* folgt

o = (AT A) " ATb.

In dieser Gleichung nennt man die Matrix (ATA)flAT Pseudoinverse von A und bezeichnet sie
mit AT. Der Name Pseudoinverse kommt daher, daf hier ATA = I ist (da hier m > n und
rang A = n vorausgesetzt wurde), jedoch im allgemeinen AA™ # I ist. Allgemein definiert man
die Pseudoinverse aber iiber die Singuldrwertzerlegung. Dazu folgender

Satz 4.4.1. Sei A € R™*" beliebig mit rang(A) = p < min(m,n). Dann gibt es orthogonale
Matrizen U € R™*™ und V € R™*"™, so daf

A=UxvT (4.4.2)

mit ¥ = diag(o1,...,0p,0,...,0) € R™*" wobei man o1 > 02 > ... > g, > 0 als die Singuldr-
werte von A bezeichnet.

Beweis: Unsere Fassung findet man in [DH], p. 147f.. Wer sich fiir den komplexen Fall interes-
siert, moge z.B. in [SB], p. 21f. nachsehen. "

Gleichung heifst entsprechend Singuldrwertzerlegung (singular—value decomposition). Mit
den Eigenwerten von A héngen die Singuldrwerte folgendermafien zusammen:

Es gilt 0; = \/\i(AT A), wobei \;(AT A) der i-te Eigenwert von AT A ist. Hieran sieht man, daf
alle Singulérwerte offenbar reell sind. Ein Verfahren zur praktischen Berechnung der Singulér-
wertzerlegung werden wir in Abschnitt 5.8 besprechen. Um unsere Betrachtungen fortzusetzen,

definieren wir nun passend zur Matrix ¥ in (4.4.2)

¥* = diag(o;',...,0,",0,...,0) € R¥" (4.4.3)
und erhalten die am Anfang angekiindigte

Definition 4.4.4. Sei A € R™*" und A = ULVT die zugehérige Singulirwertzerlegung. Dann
ist die Pseudoinverse von A gegeben durch

AT :=vetuT e R (4.4.5)

Wichtige Eigenschaften der Pseudoinversen sind
Eigenschaften 4.4.6. Fiir A und A" aus gelten die MOORE—PENROSE-Axiome
(ATA)" = AtA
(AANY = A4t
ATAAT = AT
AATA = A
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Damit haben wir

Satz 4.4.7. Seien A € R™*™ mit m > n beliebig und b € R™, dann ist
=A% (4.4.8)

diejenige Losung des Ausgleichproblems (4.2.8)), die die kleinste || - ||,-Norm hat. D.h. aber, daf
|Az* — b, ist minimal und nicht ||z*||,. n

Einen Algorithmus zur praktischen Berechnung werden wir in Abschnitt [£.6] konstruieren. Wir
wollen uns zunéchst noch ein paar Gedanken zur Kondition dieses Problems machen.

4.5 Kondition des linearen Ausgleichsproblems

In diesem Abschnitt sei die Matrix A € R™*" stets mit rang(A) = n. Bisher haben wir fiir qua-
dratische, nicht singulire Matrizen B die Kondition immer als r2(B) = || B|,-||[B~||, berechnet.
Da nun aber A € R™*™ mit m > n nicht quadratisch ist, brauchen wir eine Verallgemeinerung
des Konditionsbegiffs. Daher definieren wir

Azl

ko (A) == a7 1ol (4.5.1)

Um nun der Frage der Kondition von (4.2.8) nachzugehen, gehen wir der Frage nach, wie sich
Storungen in A und b auf die Lésung z* auswirken. Wir beginnen mit Stérungen in b. Sei also
z* die exakte Losung von 1' und Z Loésung des gestérten Problems ||AZ — b||, = min.

Es bezeichne 6 den Winkel zwischen b und bild(A).

) b db | ~ Wegen Az* — b L bild(A) 14kt sich 6 mit den trigono-
N b— Az metrischen Funktionen ausdriicken durch

A *
cos(f) = A==l (4.5.2a)

1Bl

bild(A)
b— Ax AT und ||b_A33*H

Az* sin(f) = —— 2 (4.5.2b)

161l
- Damit kénnen wir fiir die Kondition folgende Aussage

R" treffen.

Satz 4.5.3. Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems beziiglich Stérungen in b gilt

|7~ a*lly _ ma(4) [Ib— bl
[T, cos(®) ol

Beweis: Man findet diesen Satz nebst anderen interessanten Aussagen in [S], Kapitel 4.8.3, sowie
in [DH|, Kapitel 3.1.3. n

Offenbar héngt die Kondition von (4.2.8) nicht nur von k9(A) (wie bei linearen Gleichungssy-
stemen) ab, sondern auch vom Winkel 6 zwischen b und bild(A). Wir gehen iiber zu Stérungen
in der Matrix A. Sei A die gestorte Matrix, womit sich das gestorte Problem ||AZ — b||, = min
ergibt.



4.6 Numerische Losung von linearen Ausgleichsproblemen 53

Satz 4.5.4. Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems (4.2.8]) beziiglich Stérungen in
A gilt 3
14— Al

12 — 2"l
1Al

[Eal

< (KQ(A) v @(A)Qtan(ﬂ))

Beweis: Beweise findet man wieder in [DH|, Kapitel 3.1.3 und [S], Kapitel 4.8.3. n

Man beachte noch, daf mit

b—Ax*
tan() = S20) _ P2 _[lb— Aa7|,
cos(9) ~ Lgmla  [lAar],
2

folgende Aussagen iiber die Kondition getroffen werden kénnen: Ist ||b — Az*||, < ||b]|,, das Resi-
duum also klein, dann ist mit cos(f) =~ 1 und tan(#) = 0 also € klein, und das Ausgleichsproblem
verhélt sich konditionell wie ein lineares Gleichungssystem (in den Sétzen [4.5.3| und |4.5.4] spielt
nur der Faktor xa(A) eine Rolle). Wenn aber ||b — Az*||, = ||b]|5 ist, dann cos(f) < 1 und damit
tan(f) > 1. Hier treten somit wesentlich andere Effekte auf, denn das lineare Ausgleichsproblem
ist hier schlecht konditioniert. Ist also die Losung x* nicht bekannt, sollte man besser ein stabiles
Verfahren zur Berechnung anwenden. Dieses wollen wir nun konstruieren.

4.6 Numerische Losung von linearen Ausgleichsproblemen

Unser Vorgehen beginnt wieder bei den Normalengleichungen. Wir haben in Sektion mit Satz

4.2.12| gesehen, dak z* genau dann (4.2.8 mﬁ@n ||Az — b||, 16st, wenn es die Normalengleichungen
T€ER™

(4.2.11) AT Ax = ATb 16st. Weiter gab es eine eindeutige Losung, wenn rang(A) = n war. Diesen
Fall wollen zunéchst betrachten. Wir wissen aus Bemerkung daft AT A in dieser Situation
positiv definit ist. Also kénnen wir die CHOLESKY—Zerlegung aus Abschnitt [3.4] anwenden und
erhalten einen ersten Algorithmus:

Algorithmus 4.6.1. Berechne

1.) ATA und ATb.
2.) CHOLESKY-Zerlegung LDLT = AT A.

3.) Lose Ly = ATb und LTz = D'y durch Vorwirts- und Riickwirtseinsetzen.

Dieser Algorithmus hat aber Nachteile. Fiir grofe m > n ist die explizite Berechnung von
AT A aufwendig. Dabei besteht zusitzlich die Gefahr von Ausloschungseffekten. Nach Satz
erfolgt die Fehlerverstiirkung bei einer Stérung in A mit dem Fehler ro(AT A) = ka(A)?, also mit
quadrierter Kondition. Da aber bei linearen Ausgleichsproblemen oft der Fall ko(A) > 1 vorliegt,
ist Algorithmus nicht sehr stabil. Also sollte man diesen Ansatz nur bei gut konditioniertem
A verwenden.

Besser ist dagegen eine Losung iiber die QR-Zerlegung. Wir bleiben zunéchst aber weiter beim
Fall rang(A) = n. Nach Satz m gilt mit orthogonalem ) € R™*™

min [[Az —bll, = min [[Q(Az —b)|,
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= 1 Ar —
min [QAz — Qbll,

Dies nutzen wir aus, indem wir ein @ € Q,,(R) berechnen mit

or-n=(3)

wobei R € R™ " in oberer Dreiecksgestalt und 0 € R(m=™)*" gind. Weiter schreiben wir

_ (0
2= (i)
mit b; € R™ und by € R™™". Daraus folgt

|QAz — Qbll5 = ||Rx — Qbll3
A 2
= ||Ra — bill; + [[b2]2

Der zweite Term héngt nicht von z ab. Also ist ||QAz — Qb||, minimal, wenn der erste Term
verschwindet, d.h. wenn

T = Rilby
Man beachte noch, daf fiir das Residuum r := Ax — b # 0 damit

7]l = 121l (4.6.2)

folgt. Damit haben wir den ersten Satz bewiesen:

Satz 4.6.3. Sei A € R™*™ mit m > n und rang(A) = n. Weiter seien b € R™ und @ € R™*™
orthogonal mit

0A=(®Y R wnd Qb= (" (4.6.4)
0 by
wobei R eine obere Dreiecksmatrix und b1 € R™ sowie by € R™™™ geien. Dann ist z* = R*1b1
die Losung des linearen Ausgleichsproblems (4.2.8 mIiRn |Az — bl|,, und [[Az* — b, = ||b2]|5-
xeR™
| |

Jetzt betrachten wir den schwierigeren Fall p = rang(A) < n. Die praktische Berechnung der
Jkleinsten® Losung (4.4.8) des Ausgleichsproblems (4.2.8) funktioniert wie folgt: Seien A € R™*"
b e R™, p=rang(A) < min (m,n). Nach Satz [3.7.34] existiert nun ein orthogonales () € R™*™

mit
R S
aa- (% 9) 469

wobei R € RP*P eine invertierbare obere Dreiecksmatrix und S € RP*("~P) gind. Nun zerlegen

T = <i;> und Qb= <Z;)

mit z1,b; € RP und xz3,bo € R™”P. Nun haben wir

wir z und @b analog in
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Lemma 4.6.6. z ist Losung von (4.2.8) genau dann, wenn

z1 =R — R71S, (4.6.7)
gilt.
Beweis: Der Term
|4z —b]3 = [|QAz — Qb|;3
_ H <Rl’1 + S':L‘Q — b1> 2
by 9
. N 2
= ||Rxy + Sz — bl + [b2l3
wird genau dann minimal, wenn Rxl =b — S:J;g. n

Hieraus leiten wir weiter ab:

Lemma 4.6.8. Sei p = rang(A) < n. Definiere W := R™1S € RP*("P) und v := R~'b;. Dann

ist die ,kleinste Losung von (4.2.8]) gegeben durch z = <i1> mit z; € R? und zo € R"P) als
2

Loésung von
I+ WIW)ze =WTy und z; =v— Way (4.6.9)

Beweis: Aus Lemma wissen wir 1 = R~ 1by — R~1Sx9 =: v — Wxy. Wenn wir dies nun in
||z||, einsetzen, erhalten wir:

I2ll3 = lla1l3 + lzalls = [lv — Wasl3 + |23
= |Joll3 = 2(v, Wag) + (Waxa, Waa) + (xa, z2)
= |ol5 = 2WTv, 20) + (WTWxa, x9) + (22, 2)
= Hv||§ + (xo + WIWaxy — 2W 0, 25)
= ol + (I +WTW)zy — 2W 7T, 25) =: p(x2)

Nun berechnen wir das Minimum von ¢:

' (x2) = —owWTy + 2(1 + WTW)a?Q
¢'(x2) = 20+ WTW)

Da ¢ quadratisch in a9 ist, ist ¢/(22) = 0 genau dann, wenn (I + WTW)zs = WTv ist. Da
2(I + WTW) symmetrisch positiv definit ist, liegt ein Minimum vor. "

Wegen der symmetrisch positiv definiten Struktur von I + WTW errechnet man x5 mit
CHOLESKY—Zerlegung. Nun haben wir alles, was wir brauchen, um den in diesem Kapitel ge-
suchten Algorithmus zur Singuldrwertzerlegung und zur Losung des linearen Ausgleichsproblems
erstellen zu konnen:

Algorithmus 4.6.10. Wir berechnen x* = A'b als Losung von (4.2.8)) iiber QR-Zerlegung von
A. Seien dazu A € R™*" h € R™. Berechne nun

1.) QR-Zerlegung 1) von A mit p = rang(A), @ € R"™*™ orthogonal, R € RP*P invertier-
bare obere Dreiecksmatrix und S € RP*(n—p),



o6 4 LINEARE AUSGLEICHSPROBLEME

2.) W e RP*("P) qus RW = §

3.) CHOLESKY-Zerlegung von I +W7TW als (I + WTW) = LL”, wobei L € R(*=P)X("=P) ¢ine
untere Dreiecksmatrix ist

4) <Z;> := Qb mit b; € R?,by € R™P

5.) veRPaus Rv = b
6.) 0 € R" P aus LL 2y = WTo

7.) setze noch 1 :=v — Wxy

T
T2
nur einmal ausfithren. Da sich in der Praxis nicht immer rang(A) = min(m, n) garantieren lasst,
sollte man im allgemeinen Algorithmus [£.6.10] verwenden. Auferdem ist in diesem Algorithmus
der Fehler bedingt durch die Stabilitdt der QR—Zerlegung stets unter Kontrolle, denn der Fehler

verstérkt sich nur mit Ko(A) = ko(R) aufgrund der Orthogonalitidt von Q.

Dann ist z = ( > = A"bh. Hierbei muf man fiir mehrere Seiten b die Schritte 1.)-3.) natiirlich



5 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

5.1 Einleitung

Sei A € R™™, In diesem Kapitel behandeln wir die folgende Aufgabe: Bestimme A € C und
v e C™" v # 0, die die Eigenwertgleichung

Av = v (5.1.1)
erfiillen. Hierbei heifst A Eigenwert und v zugehoriger Eigenvektor zum Eigenwert .

Beispiele, in denen Eigenwerte eine grofe Rolle spielen, sind

e Berechnung von ||Al|2 und so(A) = || Al|2]|A~Y||2, wobei hier nur die extremen Eigenwerte
gesucht sind, denn in Aufgabe 5 haben wir fiir symmetrisches A gezeigt, daf ||A|2 =
| Amaz(A)| bzw. [|A7Y|2 = [Amin(A)| ™! gilt. Da in den Anwendungen hiufig symmetrische
Matrizen vorliegen, ist die Wichtigkeit der Eigenwerte also evident. Weiter wissen wir, das
symmetrische Matrizen nur reelle Eigenwerte besitzen.

o fiir A = A7 gilt p(A) = ||Al|2, wobei man p(A) den Spektralradius nennt. Fiir allgemeines
A gilt: [|Allz = \/p(AT A).

e Systeme gekoppelter linearer gewohnlicher Differentialgleichungen kénnen mittels Basen
von Eigenvektoren entkoppelt werden und sind dann einfacher zu 16sen in der Form #; = dz;
mit d € C firallei=1,... n.

e Modellierung von Schwingungs- und Resonanzabldufen, die wieder mit gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen beschrieben werden kénnen.

Passend zum letzten Punkt wollen wir uns nun ein wichtiges Beispiel aus den Anwendungen
ansehen, bei dessen Losung die Berechnung von Eigenwerten eine grofte Rolle spielt:

Beispiel 5.1.2 (STURM-LIOUVILLE-Problem). Das STURM-LIOUVILLE-Problem handelt da-
von, die Zahlen A und die Losung u(x) der Differentialgleichung

u’(z) + Mr(z)u(z) =0 (5.1.3)

mit z € [0,1] und den Randbedingungen u(0) = u(1) = 0 zu finden. Diese Gleichung modelliert
die geddmpfte Schwingung einer Feder. Es sei r € C°([0,1]) mit 7(x) > 0 bereits bekannt.
Dieses r stellt die Dichte der Feder im Punkt x dar. Falls r(z) = 1 ist, so sind die Zahlen
A = (kn)? und u(z) = sin (k7rz) fir & = 0,1,2,... eine Lésung von (5.1.3), was man sich
durch eine einfache Rechnung klar macht. Falls r aber nicht konstant ist, gibt es im allgemeinen
keine geschlossene Formel, um alle Lésungen anzugeben. Also mufs numerisch iiber ein
Diskretisierungsverfahren gelost werden. Dazu betrachten wir n+1 auf [0, 1] d&quidistant verteilte
Gitterpunkte z; = jh mit 7 =0,...,n und h = L

n
_ 1
h=2
1 1

|
T T T T T >

Nun berechnen wir die Lésung von w an den Gitterpunkten x; folgendermafen: werte r(z), u(z)
und u”(x) an den Punkten z; aus und ersetze u”(z;) durch den Differentialquotienten

() ~ u(z; +h) — 2uf(L:2zj) +u(z; — h). (5.1.4)
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Wir bezeichnen nun u; =~ wu(x;) und uji1 = w(xjp1). Spéater wird sich {iber die TAYLOR-
Entwicklung zeigen, daf die Approximation (5.1.4]) genau bis auf Terme 2. Ordnung ist, wenn u
glatt genug ist. Damit erhélt unsere Differentialgleichung (5.1.3) die diskretisierte Form

Uj+1 — 2u]' + Uj—1
h2

+ Ar(zj)u; =0 (5.1.5)
flir die inneren Gitterpunkte j = 1,...,n— 1. Zusammen mit den Randbedingungen erhalten wir
damit ein System von n — 1 Gleichungen in n — 1 Unbekannten u;:

— Bu+ ADu =0, (5.1.6)

wobei u = (uy, ..., u,)T und

1 e e r(z2)

mit r(x;) > 0 seien. Mit D3 = diag(y/7(x1), ..., \/7(zn)) folgt

Bu=ADu < Bu=ADiD2u
& D7 Bu=A\Diu

Setze D3u =: v und A := D7 BD 7 . Das ist gerade eine Eigenwertgleichung li

Av = .

Da A symmetrisch positiv definit ist, existiert eine Basis aus Eigenvektoren, und alle Eigenwerte
sind reell und positiv. "

5.2 Theoretische Grundlagen

Seien A € R™"™ und A € C Eigenwert von A und v € C", v # 0 zugehoriger Eigenvektor. Dann
gilt
Av = dv. (5.2.1)

In diesem Unterabschnitt stellen wir einige Grundlagenbegriffe iiber Eigenwerte und Eigenvek-
toren zusammen, die wir zu einem grofsen Teil bereits in der Linearen Algebra kennengelernt

haben.

Lemma 5.2.2. )\ ist ein Eigenwert von A genau dann, wenn det(A — A\I) = 0 ist. n

Man bezeichnet p(\) := det(A—A\I) € P, als charakteristisches Polynom der Matrix A. Dieses ist
offenbar aus der Menge der Polynome vom Grad n und die Nullstellen dieses sind die Eigenwerte
von A. Theoretisch kénnte man also die Eigenwerte als Nullstellen dieses Polynoms berechnen.
Dies hat aber fiir die praktische Nutzung einige entscheidende Nachteile, denn die Koeffizienten
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von p miissen zunéchst einmal aus A berechnet werden. Weiter hiangen die Nullstellen oft sensibel
von den Koeffizienten von p ab. Das Problem ist also schlecht konditioniert. Weiter miissen die
Nullstellen fiir n > 3 alle mit iterativen Verfahren (z.B. mit dem NEwWTON—-Verfahren) bestimmt
werden. Insgesamt erweist sich diese Methode also im allgemeinen als untauglich, um die Ei-
genwerte zu berechnen. Hochstens fiir kleine n konnte man dies noch akzeptieren. Um aber die
schlechte Kondition der Berechnung der Eigenwerte aus dem charakteristischen Polynom in der
Relation zur Kondition des eigentlichen Eigenwertproblems noch etwas besser zu herauszustellen,
wollen wir in einem Beispiel doch einmal die Eigenwerte einer Matrix aus den Nullstellen des
charakteristischen Polynoms berechnen.

Beispiel 5.2.3. Sei A = I € R mit den Eigenwerten \; = 1 und den Eigenvektoren ¢ fiir
i =1,...,n. Spater wird sich zeigen, daf das Eigenwertproblem gut konditioniert in dem Sinne
ist, dafl, wenn p Eigenwert von A+ AA ist, wobei AA eine Stérung der Matrix A mit |[AAl2 <e
bezeichne, dann aufgrund der Storungssétze der numerischen Linearen Algebra folgt

11—y <e. (5.2.4)

Hier gilt nun unter Verwendung des binomischen Satzes

1-A

0= ()- () @) or)

g) = 1 ergibt sich das gestorte

pe(N) = 1-é- (?)M (Z) A2 (=) <Z>

— pA)—E=(1-N"-¢

Bei einer kleinen Stérung € > 0 (z.B.) des ersten Koeffizienten (

Polynom

mit den Nullstellen

p:A\) =0 & (1-N"=¢

14en: falls n ungerade
= )\ == 1 .
l+en: falls n gerade

Mit |1 — A = en > efirn>1und 0 < e < 1ist dieser Rechenweg also unakzeptabel, da das
Problem (5.2.4) gut konditioniert ist. n

Wir erinnern uns noch an einige weitere Tatsachen aus der Linearen Algebra.

e Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische Polynom
p(A) = det(A — \I)

genau n (gezahlt mit der entsprechenden algebraischen Vielfachheit) reelle oder komplexe
Nullstellen Aq,..., A,.
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A; heilt einfacher Eigenwert, wenn die entsprechende Nullstelle des charakteristischen Po-
lynoms einfach ist.

Die Menge aller Eigenwerte von A, bezeichnet durch
o(A) ={A1,..., \n}
heiflt Spektrum von A.

Zwei Matrizen A, B € R™ "™ heiflen &hnlich, wenn es eine invertierbare Matrix T € R™*"
gibt, mit der Eigenschaft
B=T1AT.

dghnliche Matrizen haben das gleiche Spektrum, d.h. es gilt
o(A) =o(T1AT)

fiir eine beliebige invertierbare Matrix T' € R™*",

Beweis: dhnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom:
det(T"'AT —\I) = det(T (A - \I)T)
= det(T~ ') det(A — AI) det(T)
= det(A—\I) n
A heifst diagonalisierbar, wenn A dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist.

A ist genau dann diagonalisierbar, wenn A n verschiedene linear unabhéingige Eigenvekto-
ren hat.

Hat A n verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar. "

Wir werden in Zukunft zwei Sétze liber die SCHUR’sche Normalform oder SCHUR-Faktorisierung
benotigen. In der linearen Algebra haben wir gesehen, daf nicht jede Matrix diagonalisierbar
ist. Aber eine Transformation auf obere Dreiecksgestalt ist immer mdoglich. Dies liefern uns die
besagten SCHURschen Normalformen.

Satz 5.2.5 (Komplexe SCHUR-Faktorisierung). Zu jeder Matrix A € C™*™ gibt es eine unitére
Matrix Q € C™" (d.h. Q7' = QT =: Q*), sodak

A

Q*AQ = — R (5.2.6)

Dabei sind Aq, ..., A, die Eigenwerte von A.

Beweis: Beweise dieses Satzes findet man in [SB| p. 17f. und [GL] p. 313..

Die reelle Variante lautet
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Satz 5.2.7 (Reelle SCHUR-Faktorisierung). Zu jeder Matrix A € R™*™ gibt es eine orthogonale
Matrix @Q € R™*"™, sodaf

Ri1

QTAQ = =R (5.2.8)

Dabei ist fiir jedes i entweder R; € R oder R; € R?*2. Im zweiten Fall hat R;; ein Paar von
konjugiert komplexen Eigenwerten. Die Menge aller Eigenwerte der R;; mit ¢ = 1,...,m bilden
das Spektrum von A. Man nennt A in diesem Fall auch eine Quasi—obere—Dreiecksmatriz.

Beweis: Einen Beweis findet man wieder in |[GL| p. 341f.. n

Man beachte noch, daf die Zerlegungen in ([5.2.6) und (5.2.8]) keineswegs eindeutig sind. Insge-

samt haben wir aber fiir symmetrische Matrizen gezeigt, daf

Korollar 5.2.9. Jede symmetrische Matrix A € R™*" 1afst sich mittels einer orthogonalen Matrix
@ durch eine dhnlichkeitstransformationen auf Diagonalgestalt

Q'AQ = D = diag(\1, ..., \n) (5.2.10)

bringen. A hat somit nur reelle Eigenwerte und n linear unabhéngige zueinander orthogonale
Eigenvektoren, namlich die Spalten von Q.

Beweis: Der Beweis folgt mit (5.2.8) und der Symmetrie von A. .

5.3 Kondition des Eigenwertproblems

Wir gehen in diesem Unterkapitel der Frage nach, wie stark sich die Eigenwerte und Eigenvektoren
bei Stérungen in A dndern. Dazu zunéchst folgender

Satz 5.3.1. Sei A € R™*" diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Matrix V' € R™*" mit

VLAV = diag(A1, ..., \). (5.3.2)

Sei i ein Eigenwert der gestorten Matrix A + AA. Dann gilt

; oyl < -1 3.
min =l < VIV A4, (5:33)
firallep=1,2,...,00.
Beweis: Beweise findet man wieder in |GL] und [SBJ. n

Man vergleiche dieses Beispiel mit[5.2.3] in dem mit A = I auch V' = I war, sich also die Kondition
in hiesigem Sinne nicht verschlechterte. Hier beachte man aber, daf die absolute Kondition der
Eigenwerte von r,(V) = ||V|,|[V !, abhéngig ist, und nicht von x,(A). Da die Spalten von
V gerade die Eigenvektoren von A sind (vergleiche ), bedeutet E gerade, dafs fiir eine
diagonalisierbare Matrix die Kondition der Eigenvektorbasis (im Sinne von Maf ,(V)) eine
grofse Rolle bei der Empfindlichkeit der Eigenwerte von A beziiglich Stérungen spielt. Hierzu
betrachten wir ein Beispiel.
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=0 0)

01
esae ()

Beispiel 5.3.4. Seien

und die gestorte Matrix

mit den Eigenwerten Ay = Ao = 0 von A und 5\172 =+ von A+AA gegeben. Fiir die Kondition
des Eigenwertproblems ergibt sich somit

M -M Ve 1

> 2 Al =—— 5
A=Al 6 V6

fir § — 0. n

abs

Offenbar kann das Eigenwertproblem fiir beliebige Matrizen also sehr schlecht konditioniert sein.
Der folgende Satz zeigt aber, daft dieses Problem fiir symmetrische Matrizen stets gut konditio-
niert ist.

Satz 5.3.5. Sei A € R"*™ symmetrisch und p ein Eigenwert der gestorten Matrix A+ AA. Dann
gilt
min |\ — u| < [[AA]s. (5.3.6)

1<i<n

Beweis: Aus Korollar[5.2.9|folgt, dak A sich mittels einer orthogonalen Matrix @ diagonalisieren
lafst. Da fiir @ aufgrund der Orthogonalitit ro(Q) = 1 gilt, folgt unsere Behauptung direkt aus

Gleichung ((5.3.3)) fir p = 2. .

5.4 Eigenwertabschitzungen

Wir rufen uns zunéchst ein paar Eigenschaften von Eigenwerten ins Gedéchtnis zuriick.

Eigenschaften 5.4.1. Seien A, B € R™"*™. Dann gilt

(i) Falls det(A) # 0 und X ein Eigenwert von A ist, so ist A~! Eigenwert von A~1.

(ii) Ist A € 0(A), dann ist aX € o(aA) fir a € C beliebig.

(4)
(iii) Ist A € 0(A), soist \—a € o0(A—al). Hierbei nennt man « Shift oder Spektralverschiebung.
(A), so ist ebenfalls A € o(A).

)
)
)
(iv) Ist A€o
(v) Es gilt stets o(A) = o(AT).
)

(vi) Es gilt 0(AB) = o(BA).

Wir wollen nun erreichen, aus einer direkt zugénglichen Information in A (z.B. die Eintrige
oder die Matrixnorm) Aussagen iiber die Eigenwerte von A treffen zu konnen, ohne explizite
Rechnungen anstellen zu miissen. Dazu zunéchst folgender

Satz 5.4.2. Es gilt |\| < ||A]| fiir jedes A € 0(A) und jede Operatornorm.
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Beweis: Sei A € 0(A) und v zugehoriger Eigenvektor mit ||v|| = 1. Dann gilt

A= Il = lldwll = [lAv] < e [l Az = A

Daraus folgern wir insbesondere fiir den Spektralradius p(A) := max{|\| : A € 0(A4)}

Korollar 5.4.3. Fiir den Spektralradius einer Matrix A gilt p(A) < ||4]. n

Man kann zeigen, dass umgekehrt zu jedem € > 0 eine Matrixnorm || - ||, existiert, sodaf die
Ungleichung ||Al|, < p(A)+e¢ gilt. Nun kommen wir zu der in diesem Unterkapitel entscheidenden
Aussage.

Satz 5.4.4 (Satz von GERSCHGORIN). Seien
Ki={z€C:|z—au <Y _|ayl} (5.4.5)
J#i
die GERSCHGORIN-Kreise. Dann gilt

o(A) C O K, (5.4.6)
=1

d.h. alle Eigenwerte liegen in der Vereinigung der GERSCHGORIN—Kreise.

Beweis: (iibung) n
Der Bereich fiir die Eigenwerte kann weiter eingeschrankt werden durch

Korollar 5.4.7. Seien K} die GERSCHGORIN-Kreise fiir AT. Dann gilt

o(A) C (O K) N (CJ Kf) : (5.4.8)
=1 =1

Falls A symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte reell. Also gilt in diesem Fall

n

a(A) C | J(KinR). (5.4.9)
i=1
Beweis: Die Aussagen folgen aus [5.4.1)(v) zusammen mit (5.4.6]). n

Beispiel 5.4.10. Wir betrachten die GERSCHGORIN-Kreise der Matrizen

4 1 -1 4 0 1
A=10 3 -1 und AT=[1 3 0
1 0 -2 -1 -1 =2

A hat das Spektrum o(A) = {3.43 £ 0.14i, —1.86}. Die GERSCHGORIN-Kreise von A und AT
sind:

K, = {z:]z—4| <2} KlT:{z:\z—él\gl}

Ky = {z:]z-3|<1} KI'={z:]2-3|<1}
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Ks = {z:]z+2] <1} KI={z:|z+2/<2}
2 qim
{ w w
-4 -8 -2 #1 1
14
—9

Nimmt man nun deren Schnitt geméfs (5.4.8)), so bleiben

Ki={z:]z+2/<1}
Ky={z:|z-3| <1}
K3={z:]z—4] <1}

2 9im C

A~ ~ ~

[ T T T
—1 4

—2

iibrig. Man kann sogar noch weiter spezifizieren, daf sich m Eigenwerte in nichtleerem Schnitt
von m GERSCHGORIN-Kreisen befinden. "

In den n#chsten Abschnitten werden wir verschiedene Verfahren zur numerischen Berechnung
von Figenwerten und Eigenvektoren vorstellen.

5.5 Vektoriteration

Die auf VON MISEs zuriickgehende (direkte) Vektoriteration (auch Potenzmethode oder power
iteration), ist ein Verfahren zur Bestimmung des betragsgrofiten Eigenwertes und des zugeho-
rigen Eigenvektors einer Matrix A. Es liefert das Grundkonzept fiir die Entwicklung weiterer
diesbeziiglicher Verfahren. Der Einfachheit halber machen wir fiir die Konvergenzanalyse einige
Annahmen. Wir gehen davon aus, daf A diagonalisierbar ist, also eine Basis von Eigenvektoren
vl ..., v des C" mit ||v?]|e = 1 existiert. Weiter gelte fiir die Eigenwerte [A1] > [Aa| > ... > [Ay|.
Der dominante Eigenwert soll also einfach sein. Damit gilt \; € R und v! € R. Fiir die Vek-
toriteration brauchen wir einen beliebigen Startvektor z(®) € R”, der sich somit (theoretisch)

darstellen 1afst als .

20 = Z cjvj.

j=1
Wir nehmen weiter an, daR z(9) so gewihlt ist, daR ¢; # 0. Wenden wir nun die k-te Potenz von

A auf (9 an, so erhalten wir

n n

Akl‘(o) — ZC]AICU] = ZC]Afvj

Jj=1 J=1
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Also gilt:

n Nk ]
) = AR O) = Nk et + Z (;\\]> v | = Ak (clvl + r(k)> , (5.5.1)

Aj
A

<1 fiir j =2,...,n folgt

A\
k) __ J
r<>_z<h> W 0 (55.2)

n
j=2
fiir k — oo, was bedeutet, dak fiir wachsendes k in (5.5.1)) der erste Eigenvektor dominiert. Um

dies etwas priiziser zu fassen, betrachten wir den Abstand zwischen den Unterriumen 7" := {av' :
a € R} und S* := {az" : a € R}:

wobei wegen

d(S*,T) := min ||z — v'||2 = min [Jaz® — o', (5.5.3)
xSk a€R

Forme (j5.5.1)) 4quivalent um zu
()\lfcl)_lx(k) =ol 4+ cflr(k)
und setze mit oy, := (A¥ep) ™! in (5.5.3) ein, womit

A2

A1

d(8*,T) < llagz® —o'|2 = leg H[IrM ]2 = O <

k

) (5.5.4)

folgt. A1 kann also folgendermafien approximiert werden:
(k) _ (2NT Ag®) (0T gk+1)

- . 5.5.5
EGI EGIE (5:5.5)

Da apy1 = (M e) ™ = (Ve ' ()1 = SE, lakt sich 1) schreiben als
(akx(k))T(ak+1:E(k+1))
lloz R[5
(0" +O(132)")" (0" + O(|52)**)
I + 032Dk
1+ 0(|32")
THO(RM

A(R)

= 1

1

womit wir
A2

A ] =O<Al

k
) (5.5.6)

Bemerkung 5.5.7. Falls A symmetrisch ist, gilt fiir die obige Konvergenz sogar

‘M’f) —)\1’ — 0( %) .

erreicht haben.

A2
A1
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Bevor wir nun einen Algorithmus zur Vektoriteration angeben, wollen wir uns noch ein paar
Gedanken iiber die Skalierung der Iterierten machen. Da nimlich ||z*)||y — oo, falls [A| > 1
und |zl — 0, falls |A\;] < 1, ist es zweckmifig, die Iterierten z(®) zu skalieren. Damit
werden dann starke #nderungen der Gréfienordnungen vermieden. Da der Unterraum S* und die
Iterierten z(¥) in 1' nicht von der Skalierung von z(¥) abhingen, bleiben die Grokenordnungen
der Konvergenzen in (5.5.4) und (5.5.6)) erhalten. Nun haben wir gentigend Mittel zusammen,
um einen Algorithmus erstellen zu kénnen.

Algorithmus 5.5.8 (Vektoriteration, Potenzmethode). Wihle einen Startvektor 3© # 0 mit
|y @y = 1. Fiir k = 0,1, ... berechne

GOHD a0

AR = (kDT (k)

g = 7
[g*+D |

Hierzu sei noch bemerkt, daf unter der Annahme y(©) = 2(©) mit vollstandiger Induktion nach k
folgt, daf
S — k) _ Ak 4(0)
l2®l2 [ AFzO)]];

gilt. Also liefert Algorithmus bis auf einen Skalierungsfaktor in z(*) die oben analysierten
Folgen z(®) und \*). Weiter ist zu beachten, daf die Konvergenzgeschwindigkeit in Algorithmus
5.5.8 wesentlich vom Verhéltnis zwischen Ay und Ay abhéngt. Hierzu vergleiche die Gleichungen

(5.5.4), (5.5.6) und (5.5.7). Wir schlieffen diesen Abschnitt mit einem Beispiel ab.

Beispiel 5.5.9. Betrachte das Eigenwertproblem (STURM—-LIOUVILLE-Problem). Durch
Diskretisierung hatten wir dies in die Form

Au = \Ru

mit A € RO=Dx0=1) jiberfithrt. Sei r(z) = 1, also R = I, womit die Eigenwerte von A explizit
bekannt sind: 4 1

)\n_j = ﬁ Sin2 (5]7['}7/)
mit j=1,...,.n—1und h = % 0O.B.d.A. sei die Numerierung hier so gewéhlt, dafs A\; > Ao >
... > Ap—1 gilt. Betrachte nun

Aol A sin? (1(n — 2)mh) _ sin? (17 — mh)
M T N s (B - Drh)  sin® (3r — Sk

~ cos?(wh) . (1— 2(mh)?)?

cos? (%ﬂ'h)_(]_ -

1—m2h% + %ﬂ‘lh

Hieran ist ersichtlich, daf man fiir h < 1 mit einer sehr langsamen Konvergenz A(%) — X\; mit
A |?
A

Startvektor z(?) = (1,2,...,29)7 und y© = 2@ ergeben:

[l2(©)]l2

einem Faktor ~ =1 — 72h? pro Iteration rechnen muf. Die Resultate fiir h = % mit dem
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k INE) — X\ Al N ) )
AF"D X[ Als Fazit kénnen wir also festhalten, daf Algorithmus [5.5.8
1 1.8e+3 0.51 konvergiert, falls A diagonalisierbar und A; ein einfacher Ei-
4.8e+2 0.82 genwert ist. Aber die Konvergenz kann trotzdem sehr lang-
15 1.6e+2 0.93 sam sein, was wir auch in mehreren Fallen gesehen haben.
50 4.de+1 0.98 Im folgenden Abschnitt betrachten wir jetzt eine Variante
100 L7e+1 0.98 der Vektoriteration, die inverse Vektoriteration.
150 8.2 0.99

5.6 Inverse Vektoriteration

Sei A € R™™ nichtsinguldr und diagonalisierbar. Die Eigenwertgleichung Av’ = A\jv® fiir i =

1,...,n ist dquivalent zu

1 . .
)\—ivZ = AWt

Also wiirde die Vektoriteration angewandt auf A~! unter der Annahme
|>\1| Z |)\2| Z Z |)‘n71| > |)‘n’

den betragsméfig kleinsten Eigenwert A\, von A ermitteln. Erinnern wir uns noch an die Eigen-
schaft (iii), so ist A\; Eigenwert von A genau dann, wenn \; — . Eigenwert von A — ul ist. Dies
kann man nutzen: Angenommen, man hétte eine Schitzung p = \; eines beliebigen Eigenwertes
A; von A, sodak

=Nl < lu— Nl (5.6.1)
fiir alle ¢ # j ist (implizit nehmen wir natiirlich ebenfalls an, daf \; einfacher reeller Eigenwert

ist). Dann ist | — \;| ! der betragsmiiRig gréfite Eigenwert von (A — puI)~!. Zur Berechnung von
( — X))~ und damit von \; wende man die Vektoriteration auf (A — pl)~! wie folgt an:

Algorithmus 5.6.2 (Inverse Vektoriteration mit Spektralverschiebung). Wihle zuerst einen
Startvektor (@ mit ||y(@ ||y = 1. Sei u so, daR Gleichung (5.6.1)) gilt. Fiir k = 0, 1,2, ... berechne

(A—pDght) = y® (5.6.3)
1
*k - -
A = (g(k+1))Ty(k)+“ (5.6.4)
gD — ﬂ
155112

Hierbei ist noch zu beachten, daf in gt = (A — puI)~'y* als Losung des Systems
(A —pul )+ = ) bestimmt wird. Um dies zu erreichen, berechnet man einmal eine QR
oder LR—Zerlegung von A—pl. Fiir p = 0 wird natiirlich der kleinste Eigenwert bestimmt. Bei der
Vektoriteration aus [5.5.8| angewandt auf (A — pul)~! strebt (yj(kH) Ty(k) gegen den betragsmiRig
groften Eigenwert von (A — ul)™!, also gegen ﬁ (vergleiche @), d.h.

1
k) - - ,
AV GO Ty ® +u—= N (5.6.5)

flir K — oo. In Algorithmus héngt die Konvergenzgeschwindigkeit von % ab. In hiesigem

Algorithmus héngt die Konvergenzgeschwindigkeit von
1 1
max —- o
o Pu—pl min|Aj—pl A —
J#i _ J# — ‘ 1 ILI/‘ (566)

1 1 :
— min [\; —
[Ai—u] [Ai—u] i [Aj = ml
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ab. Ist p also eine gute Schétzung von \;, so gilt

A —
"Zilﬂ <1,
min [A; —

J#i

was bedeutet, dafs das Verfahren sehr schnell konvergiert. Als Fazit 14t sich also festhalten, daf
man durch eine geeignete Wahl der Spektralverschiebung g mit der inversen Vektoriteration aus
Algorithmus einzelne Eigenwerte und Eigenvektoren von A berechnen kann. Praktisch ist
es allerdings in vielen Féllen nicht ohne weiteres klar, wie man p zu wéhlen hat.

Eine weitere wichtige Bemerkung ist, daft die Konvergenzgeschwindigkeit noch erheblich verbes-
sert werden kann, wenn man p nach jedem Schritt auf die aktuellste Approximation von A(*)
setzt. Dann muf allerdings die QR— oder LR-Zerlegung von A — A¥)T in jedem Schritt neu
berechnet werden, was den Rechenaufwand natiirlich stark ansteigen laftt. Eine weitere Frage,
auf die wir bisher weder in [5.5] noch hier eingegangen sind, ist, nach wie vielen Iterationen man
die (inverse) Vektoriteration abbrechen sollte. Hierfiir 1lafst sich allerdings kein allgemeingiiltiges
Kriterium angeben, sondern iiber diesen Abbruchparameter muf bei jedem Problem separat ent-
schieden werden. Weitere interessante Details zur Vektoriteration findet man in [H] und |GLJ.
Vor allem in letztgenanntem Werk befinden sich viele gerechnete Beispiele. Wir werden im néch-
sten Unterkapitel den wichtigsten — auf der QR—Zerlegung basierenden — Algorithmus zur
Bestimmung von Eigenwerten von Eigenvektoren kennenlernen.

5.7 QR—Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

In Satz [5.3.5 haben wir gesehen, daf das Eigenwertproblem fiir symmetrische Matrizen immer
gut konditioniert ist. Deshalb wollen wir jetzt einen effektiven Algorithmus zur gleichzeitigen
Berechnung aller Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A € R™*"™ herleiten. Aus den friitheren
Kapiteln wissen wir schon, dak es im symmetrischen Fall nur reelle Eigenwerte gibt, und eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren v',...,v"™ des R" existiert, womit wir A in eine Diagonal-
matrix transformieren kénnen:

QTAQ = diag(\1, ..., \), (5.7.1)

wobei @ = [v!,...,v"] ist. Um nun praktisch diese Diagonalgestalt zu erreichen, gibt es mehrere
potentielle Ansédtze. Zum einen kénnte man versuchen, ) direkt in endlich vielen Schritten zu
bestimmen, da die Eigenwerte Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(\) = det(4 — AI)
sind. Damit wére auch ein endliches Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms
n-ten Grades von Noten. Ein solches basierend auf den elementaren Rechenoperationen (mit /%)
kann es aber nach dem Satz von ABEL nicht geben. Also ist diese erste Moglichkeit ungeeignet.
Eine weitere Moglichkeit ist, A mittels &hnlichkeitstransformationen, z.B. Orthogonaltransforma-
tionen auf Diagonalgestalt zu bringen. Z.B. konnten hier die HOUSEHOLDER-Transformationen
aus (3.7.5) angewandt werden, da die Eigenwerte unter dhnlichkeitstransformationen invariant
sind. Dies kénnte folgendermafsen aussehen:

* ok ok ok ok * %k ok % *x 0 0 0 O
* % % % % 0 * * * * % %k % %
A:*****&O****&*****
* % ok k% 0 * * % x * ok ok k%
¥ % ok ok ok 0 * * x =x * ok ok k%

Wenn wir also A zunéchst mit einer orthogonalen Matrix (1 von links multiplizieren, um die erste
HoUuseHOLDER-Transformation auszufithren, wird die erste Spalte unter dem ersten Eintrag wie
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gewiinscht zu Null. Wenden wir das Verfahren nun auf die erste Zeile an, indem wir von rechts
mit einer HOUSEHOLDER—Matrix ()9 multiplizieren, um auch dort wieder Nullen ab dem zweiten
Eintrag zu erzeugen, lauft die erste Spalte aber wieder voll, und die Matrix Q1 AQ> ist nicht mehr
symmetrisch. Also ist dieses Verfahren so ungeeignet. Ganz anders ist der Fall, wenn wir A auf
Tridiagonalgestalt transformieren wollten. Dann kénnten wir das Verfahren auf kleiner werdende
Matrizen ); anwenden, also

¥k ok ok ok ¥ ok ok k% * * 0 0 O
%k ok % % I I i B B T
A:*****%O****&O****—)
¥ % % % % 0 *x *x *x 0 *x *x * %
* % ok % % 0 * * * * 0 * * * =*
bis schlieklich eine Matrix der Form

*x x 0 0 0

* x *x 0 0

0 = * x 0

0 0 % *x =

0 0 0 *x =

entsteht. Dieses erste Ergebnis halten wir fest.

Lemma 5.7.2. Sei A € R™*™ symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale Matrix () € R™"*™,
die das Produkt von n — 2 HOUSEHOLDER-Reflexionen ist, sodak QAQ” eine Tridiagonalmatrix
ist. Insbesondere ist QAQ”T symmetrisch.

Beweis: Eine Iteration des obigen Prozesses und die Eigenschaften der HOUSEHOLDER—Matrizen
Q1,...,Qn—_2 liefern

Qn,Q---QlAQlT--- 5_2:

S OO % *x
O O % % ¥
S ¥ ¥ ¥ O
* % % O O
* % O O O

Setze nun Q := Qp_o--- Q1. "

Hiermit haben wir unser Problem bereits auf die Berechnung der Eigenwerte einer symmetrischen
Tridiagonalmatriz reduziert.

Berechnung der Eigenwerte einer symmetrischen Tridiagonalmatrix

Die nun folgende Idee stammt von RUTISHAUSER aus dem Jahre 1958. Er berechnete die LR~
Zerlegung der Matrix

* x 0 0 0
* x x 0 0
B=1]10 * x % 0
0 0 x *x =x
00 0 % =«
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und erhielt entsprechend die zwei Bidiagonalmatrizen

0

@

Il

5

Il
oo % M
o x —m oo
¥ = O OO
—_— o o oo
oo oo x
oo o % x
oo % x ©
o % ¥ OO
* ¥ O OO

1
*
0
0

Nun vertauschte er L und R und bekam

well
i

RL =

OO O O *
O O O ¥ ¥
O O ¥*x ¥ O
O % ¥ O O
* ¥ O O O
O O O ¥ =
OO ¥ = O
O x = OO
* = O O O
_ o O O O

Nun wiederholte er dieses Verfahren mit B. In den Jahren 1959 und 1961 wurde dieses Verfahren
basierend auf QR—-Zerlegung von FRANCIS und KUBLANOVSKAJA modifiziert, da diese numerisch
stabiler ist. Nun konnen wir hiermit eine Folge von Matrizen {By}ren definieren und erhalten
einen ersten Algorithmus.

Algorithmus 5.7.3. Setze By := B. Fir k=1,2,...

i) bilde QR—Zerlegung von By = Qp Ry mit orthogonalem @, und oberer Dreiecksmatrix Ry.

ii) setze Bpi1 := RrQk.

Um ein paar zusétzliche Informationen tiber die nun definierten Matrizen zu erhalten, geben wir
folgendes

Lemma 5.7.4. Die durch Algorithmus definierten Matrizen By, haben folgende Eigenschaf-
ten:

(a) By ist dhnlich zu B.
(b) Falls B symmetrisch ist, ist dies auch By.

(c) Falls B symmetrisch und tridiagonal ist, so hat auch By diese Eigenschaften.

Beweis: Zu (a) zeigen wir, dall By ahnlich zu By ist. Dies folgt aber direkt durch folgende
Gleichung;:

QiBr11QF = QuRrQrQF = QiRy = B.

Behauptung (b) zeigen wir durch vollstandige Induktion nach k. Der Induktionsanfang ist trivial.
Zum Induktionsschritt k — k + 1 betrachte

BF,, = BFLQTQL = (QeBii1)TQr = (QeRrQr)T Qs
= (BeQr)'Qr = QLB Qi = QF BLQs,

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung angewandt wird. Hierbei sieht man, daf
die Symmetrie durch dhnlichkeitstransformationen erhalten wird. Den letzten Teil (c) zeigen wir
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ebenfalls iiber Induktion nach £ mit GIVENS—Rotationen. Auch hier ist der Induktionsanfang
klar. Sei nun By tridiagonal und symmetrisch. Konstruiere Qj so, dalk Ry = Q{Bk ist. Also
entsteht aus der Matrix By mit der von oben bekannten Struktur eine Matrix R, = Q;{Bk =
Gn-1n - G128y mit der Struktur

* x x 0 0
0 x * % 0
0 0 *x = =x%
0 0 0 x =
0 00 0 =

Diese Struktur kommt dadurch zustande, daf man durch die verwendeten GIVENS—Rotationen
Gi12,G23,...,Gp_1p, um die untere Nebendiagonale * zu eliminieren, aufgrund des Nullenmu-
sters ein fill-in in der 2. Nebendiagonale erzeugt. Insgesamt haben wir aber By = RpQr =
Q{Bka. Da nach (b) aber By.y; symmetrisch ist, muft die durch das fill-in entstandene Neben-
diagonale verschwinden und By, hat Tridiagonalgestalt. m

Nun kommt der alles entscheidende Satz dieses Kapitels, aus dem auch nachher der fiir uns
wichtigste Algorithmus zur Berechnung der Eigenwerte folgen wird.

Satz 5.7.5. Sei A € R™" symmetrisch mit den Eigenwerten A1, ..., Ay, die die Eigenschaft
Al > A2 > ...> | A >0 (5.7.6)

haben mogen. Weiter seien die Matrizenfolgen {Ag}ren, {Ri}tren und {Qx}ren wie in Al-
gorithmus definiert: Ay := A, Ap = QpRk, Agp+1 := RiQg. Dann gibt es Matrizen
Sk = diag(olk ,...,a,(f)) mit |O'Z-(k)| = 1, sodafs

lim Sy 1QrSk =1 (5.7.7)
k—o0
und
lim SkRkSk—l = lim Sk—lAkSk = dia,g()\l, ey /\n) =:D. (578)
k—o0 k—o0
Insbesondere gilt
. k
klirgo ag-j) = (5.7.9)
fir j = 1,...,n wobei a;; das j-te Diagonalelement der MatrixA; = (agf))ij ist. "

Bevor wir dies beweisen, noch ein paar Bemerkungen zu diesem Verfahren:

(i) Mit der Aussage von Satz bietet Algorithmus die Konstruktion einer SCHUR—
Zerlegung gemif Korollar [5.2.9] von A.

(i1) Algorithmus lafst sich als Verallgemeinerung der Vektoriteration betrachten, denn
die Iteration entspricht der Projektion auf die Unterrdume, die von den Spalten von Ay
aufgespannt werden. Néheres hierzu findet man in [SB], p. 58ff..

(iii) Man kann Satz auch allgemeiner fiir nicht symmetrische Matrizen A formulieren. Dann
muR man als zusétzliche Voraussetzung fordern, dak A = Y "' DY mit D = diag(\1,..., \y)
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die JORDAN—Normalform von A sei, und Y in diesem Fall eine LR—Zerlegung besitzt. Unter
diesen Voraussetzungen wandelt sich die Aussage (5.7.8)) allerdings in

A
lim SgRypSp_1 = lim Sy ApSk = o (5.7.82)
An
und es entsteht eine komplexe SCHUR’sche Normalform.
(iv) Falls A € C™™" miissen (5.7.7) und (5.7.8) ersetzt werden durch
lim S} ,QuS, = I (5.7.7a)
k—o0
und
A1
lim S;RySk_1 = lim S;_,AyS) = o (5.7.8b)
An

Beweis von Satz (nach [W]) Zunéchst konstruieren wir eine geschickte QR~Zerlegung
von A*. Da A symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Matrix Q € R™" sodak Q 1AQ =
QTAQ = D = diag(\1, ..., \,). Hiermit folgt

AF = QTD*Q (5.7.10)

wobei DF = diag(\}, ..., \F) ist. Sei nun Q = LR die LR-Zerlegung (ohne Pivotisierung) von
Q. Damit erhélt (5.7.10) die Form

AF = QTD*LR = QT(D*LD*)(D*R). (5.7.11)

Fiir den Term D*LD~* gilt in Komponenten:

ki —k A\
(DFLDH)yy =1y (54 -
]

Damit folgt aufgrund der Struktur von L als unterer Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonale:

DFLD™* =1+ E, (5.7.12)
mit kli)rr;o FEr = 0. Dies in (5.7.11)) eingesetzt, ergibt
AR = QT(I + Ey)(DFR). (5.7.11a)
Nun betrachten wir den Term
(I+E)"(I+E) =1+ F (5.7.13)

!Diese existiert, wenn alle Hauptminoren von Q # 0 sind. Ist dies nicht der Fall, so ist die LR-Zerlegung, da
Q insbesondere als invertierbar angenommen ist, mit einer Pivotisierung in der Form

PQ=LR=:Q

stets erreichbar. Der Beweis lduft mit dieser Modifikation dann analog, mit dem Unterschied, daf sich die Gro-
fenanordnung der Eigenwerte dndert.
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mit Fp = Eg + Ep + E;{Ek Da nun (5.7.13)) symmetrisch positiv definit ist, existiert eine
CHOLESKY—Zerlegung geméf (3.4.4)). Sei diese durch

I+ F, = RIR, (5.7.14)

mit (Rk)u > 0 und Ry als oberer Dreiecksmatrix bezeichnet. Man kann zeigen, daf die Matrix
Ry, stetig von I + F}, abhingt. Also folgt aus hm Fi. =0, daf hm Ry, = I sein muf. Weiterhin

ist Qp 1= (I + Ek)Rk orthogonal, denn

QiQr = RII+E) (I +E)R =R (I+ Fo)R; "
= RIRIRyR' =1

Damit besitzt I + E} die QR—Zerlegung I + Ej, = Qkf?,k, und fir die Grenzwerte gilt

lim Q = Jim (7+ Ep)R'=1 und lim Ry = I. (5.7.15)
k—o0 k—o0
Also folgt fiir A¥ in der Darstellung (5.7.11al)
A* = Q" (QrRy)D*R = (Q" Q1) (R D*R), (5.7.16)

womit wir den ersten Teil des Beweises abschliefen. Der zweite Teil beginnt nun damit, daf wir
per vollstandiger Induktion nach k zeigen, daf A* die Darstellung

=Q1- QR R (5.7.17)

besitzt. Hierzu benutzen wir das Verfahren aus Algorithmus [5.7.3] das wir bisher noch nicht
verwendet haben. Setze vorher noch Py := Q1 ---Q und Uy := Ry - - - R1. Der Induktionsanfang
ist klar, denn nach Definition gilt A = A1 = @1 R;. Nun zu k — k£ + 1. Es gilt nach besagtem
Algorithmus

A1 = RQr = QL AkQr = ... = Q1 - QT AQ1 - - Q. = P, ' AP

Dies ist dquivalent zu

PyAp.) — AP, (5.7.18)
Damit gilt fiir A*+1

AL = AAY = (AP) Uy = PoAra Uy

= Pu(Qry1Ri+1)Ui = Pop1Upa

womit A also die Darstellung (5.7.17)) besitzt. Da aber P, orthogonal und U}, eine obere Drei-
ecksmatrix ist, 1a8t sich die QR Zerlegung ((5.7.17)) von A* durch die QR Zerlegung der einzelnen
Matrizen Ay, ..., Ay ausdriicken. Das bedeutet, daf wir nun (5.7.16)) und ([5.7.17)) zusammenfas-
sen. Hierzu beachten wir, daft die QR—Zerlegung in eindeutig bis auf Reskalierung der
Spalten von (@ ist. Das bedeutet, dafl es eine Vorzeichenmatrix

S = diag(agk), A O'T(lk))
mit |o;(k)| = 1 und den Eigenschaften
P, =(QTQr)S; und U, = SyR,D*R (5.7.19)
gibt. Damit folgt aber

lim P.S, = lim QTQr = Q7 (lim Q) = QT
k—o0 k—oo k—o0
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und
Qr=P P = S-1Q;',(Q") Q" QwS;
= S,1Q;",QkS;.
Mit diesen Resultaten kénnen wir nun an die Limites in Satz herangehen. Es gilt nun
offenbar

lim S;_,QrSk =1,
k—o00
womit wir ((5.7.7)) bereits gezeigt haben. Fiir die beiden anderen Grenzwerte miissen wir noch ein
wenig rechnen. Fiir Ry, gilt
Ry =UU Y, = (SpRD*R)(R'D-*=VR 1 S¢ )
= SkRkDR]:,llszfl-
Hieraus folgt o
SiRkSk—1 = RyDR; ',

womit nun ([5.7.8))

lim S;R;Sk—1 =D

k—o0
bewiesen ist. Schlieflich folgt mit Ax = Qi Ry, dafs

Sk1AkSk = (Sg_1QrSk) (S RySk)
und damit dann
Jim (Sg_y QrSk)(SpBrSy) = 1D = D,

was die Aussage von (5.7.9) ist, und unseren Beweis beendet. n

Nun sind wir soweit, um die praktische Durchfithrung in Angriff zu nehmen.

Algorithmus 5.7.20 (QR—Verfahren zur Eigenwertberechnung). Berechne fiir symmetrisches
A e R™m

I.) Reduziere A mittels HOUSEHOLDER-Reflexionen auf Tridiagonalgestalt B = QT AQ wie in

Lemma [B.7.2]
II.) Wende auf B Algorithmus mit GIVENS-Rotationen an, womit
GBGT ~ D

und G das Produkt aller GIVENS-Matrizen ist. Die Spalten von GQ” approximieren die
Eigenvektoren von A.

Der Aufwand fiir diesen Algorithmus betriagt O( %n‘g) fiir Teil I und O(n?) fiir Teil II.

Bemerkung 5.7.21. e Falls A nichtsymmetrisch ist, transformiere A auf obere HESSEN-
BERG—Gestalt
k

B=QTAQ =

* %

Danach bringt man die Matrix in II auf SCHUR’sche Normalform. Weiteres findet sich in
[SB], p. 411f..
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e Wenn man eine Singularwertzerlegung wiinscht, kann man den Algorithmus entsprechend
modifizieren.

e Man kann zeigen, daf die Konvergenzgeschwindigkeit der QR—Verfahrens von den Faktoren

Aj+1

Aj
fir j =1,...,n — 1 abhéngt. Das bedeutet, daf im Falle

A1 ~1

Aj
fiir ein oder mehrere j die Effizienz sehr schlecht wird. Hier schafft dann ein QR—Algorithmus
mit Spektralverschiebung anstelle von II Abhilfe (vergleiche dazu Algorithmus |5.6.2)).

Nachdem wir nun alle im Rahmen dieser Vorlesung zur Berechnung der Eigenwerte relevanten
Verfahren besprochen haben, kommen wir im néchsten Abschnitt zu der bereits in Abschnitt [£.4]
erwahnten Singuldrwertzerlegung.

5.8 Singuliarwertzerlegung

In Satz haben wir gezeigt, dak es zu jeder Matrix A € R™*" orthogonale Matrizen U € Q,,
und V € Q,, mit
UTAV =% = diag(oy,...,0,0,...,0)

mit p = rang(A) < min(m,n) (Singuldrwertzerlegung), und die Zahlen o1 > 09 > ... > 0, > 0
waren die Singuldrwerte. Man verwendet die Singuldrwertzerlegung héufig zur ,,Dimensionsreduk-
tion* in dem Sinne, daf man im Falle p = rang(A) < min(m,n) die Matrix A weiterverarbeitet
als UXVT wobei die wesentlichen Informationen iiber A in ¥ enthalten sind. Ein Beispiel hierfiir
sind die nach HACKBUSCH benannten H-Matrizen, die bei der Diskretisierung von Integralglei-
chungen eine wichtige Rolle spielen. Nun aber zur numerischen Berechnung der Singuldrwerte:
Wir haben bereits in gesehen, daf fiir die Singuldrwerte o; = 0;(A) = V(AT A) gilt,
wobei \;(ATA) die Eigenwerte von AT A waren. Daher wire es prinzipiell moglich, AT A zu
berechnen und dann Algorithmus darauf anzuwenden. Ist AT A symmetrisch, so ist das
Eigenwertproblem auch gut konditioniert. Aber A kann schlecht konditioniert sein, sodafl sich
die Konditionszahl bei der Bildung von AT A quadriert. Daher ist diese Methode im allgemei-
nen nicht brauchbar. Also miissen wir nach einer Alternative suchen, die direkt iiber A geht.
Man beachte, daf die Singuldrwerte bei Multiplikation von A mit orthogonalen Matrizen in-
variant bleiben, d.h. die Matrizen A und PAQ mit P € O,, und @ € O, besitzen dieselben
Singuldrwerte. Um nun die Singuldrwertzerlegung zu berechnen, bringen wir A zunéchst mit
HoUSEHOLDER-Transformationen auf obere Bidiagonalgestalt, sodal B” B tridiagonal ist. Dies
halten wir fest.

Lemma 5.8.1. Seien m > nund A € R™*" beliebig. Dann gibt es orthogonale Matrizen P € OQ,,
und Q € O, sodaf

PAQ = (g)
und B € R™*™ eine obere Bidiagonalmatrix
* % 0
*
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ist.

Beweis: Wir fiihren den Beweis mit HOUSEHOLDER-Reflexionen:

h

I
EEE S S SR S
EOEE CEE S S
o S S S S
L SR S R i
E I SR S SR S

. B
Also ist ( 0

OO OO OO *

OO OO OO ¥

L SR S S i

OO OO O ¥ ¥

* X K X X X x

* Xk X X X% *x O

O S S S S

* ¥ ¥ ¥ *x x O

* *x x 0 0 0
* 0 * * *
* 0 * *x % =%
* & 0 *x *x % x
* 0 * *x * =
* 0 *x *x % x
* 0 * *x *x =x
0 * x 0 0 0
* 0 = = 0 0
* 0 0 « % O
x| =10 0 0 * =* :(lg)
* 0 00 0 =
* 0 00 0O
* 0 00 0O

) = Pm—l c -PlAQl N 'Qn—Q- Setze noch P := Pm—l e P1 und Q = Ql tee Qn—Q-

Nun miissen wir die Singulérwerte einer oberen Bidiagonalmatrix B berechnen. Dazu wenden wir
GIVENS-Rotationen von links und rechts auf BY B an (vergleiche dazu den Beweis von Lemma
5.7.4f(c)). Dies lafst sich wie folgt interpretieren: Wir starten mit

* 0
ko ok
B'™B=10 =«
0 0
0 0

0

0
*
*
0

0

* % O O

0

* O O O

O O O ¥

0

O O O ¥ ¥

0 x x 0 0 0
0 by x = 0 0
Ol=10 *x x % O
* 0 0 *x x =x%
* 0 0 0 *x =«

Wenn wir nun Element b; # 0 mit GIVENS-Rotationen von links zu Null machen, erzeugt dies

einen Eintrag by # 0, sodaf die Matrix B die Gestalt

O O O O ¥

annimmt. Nun machen wir bs von rechts zu Null, was uns einen weiteren Eintrag b3 # 0 liefert:

o O O *

e}

Diesen miissen wir natiirlich auch ausléschen, was uns by # 0 einbringt:

o O O O ¥

x by 0 O
* % 00
0 « = 0
0 0 =x =x
0 0 0 =x
*x 0 0 O

* x 0 0
bs * * 0

0 0 % =%

0 0 0 =x

* 0 0 O

x x by O
0 « x 0
0 0 x =«
0 0 0 =«
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Dieses Verfahren fahrt so fort. Da dieses Vorgehen einem Hinterherjagen nach den durch fill-
in erzeugten Elementen gleicht, nennt man dieses auch chasing. Wer hierzu mehr Details lesen
will, dem sei [GL], p. 452ff. als Lektiire empfohlen. Wenn man dieses Verfahren nun wiederholt,
entspricht ein Durchlauf einem Iterationsschritt By. Man kann zeigen, dafs kli_}rn B = Y ist, wobei

oo
die Matrix 3 dann die Singuldrwerte auf der Diagonalen hat. Hieraus stellen wir den Algorithmus
zusammen:

Algorithmus 5.8.2 (QR—Verfahren zur Singuldrwertberechnung). Sei A € R™*™ beliebig vor-
gegeben.

(I) Reduziere A mittels HOUSEHOLDER-Reflexionen durch P € O, und @ € O, auf obere

Bidiagonalgestalt PAQ = (?)

(IT) Wende auf B das ,chasing” mit GIVENs—Rotationen an.

Das Ergebnis ist dann GBGT ~ ¥. "

Der Aufwand fiir diesen Algorithmus ist O(3n?) bei (I) und O(n?) bei (II).

Damit haben wir Kapitel [5] abgeschlossen. Es gibt noch weitere wichtige Verfahren zur Berech-
nung von Eigenwerten. Fiir grofe symmetrische diinnbesetzte Matrizen gibt es das auf Iteratio-
nen beruhende LANCZOS—Verfahren. Dieses behandeln wir spater. Wer jetzt schon etwas dariiber
lesen will, schaue in [H|, p. 259ff. nach. Wir werden uns im néchsten Kapitel der iterativen nu-
merischen Losung von nichtlinearen Gleichungen und Gleichungssystemen zuwenden, um dann
etwas spéater auf iterative Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen zu kommen.
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6.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel wollen wir Probleme der folgenden Art angehen:

Aufgabe 6.1.1. Gegeben seien Stiitzstellen xg,...,z, € R und Daten fy,..., f, € R. Sei G,
ein (n+ 1)—dimensionaler Raum stetiger Funktionen. Bestimme ein g, € G, mit der Eigenschaft

gn(zi) = fi (6.1.2)

flir alle i =0,...,n. "

Der entscheidende Unterschied zu Kapitel {4] ist die in geforderte Gleichheit, was die In-
terpolation von der Approximation trennt. Daher sagt man auch, dafs die Funktionswerte in
(6.1.2)) interpoliert werden. Ein Verfahren hierzu, welches wir im folgenden diskutieren werden,
ist die LAGRANGE-Interpolation. Wird diese Interpolation mittels Polynomen durchgefiihrt, ist
also G, = Pp, so nennt man dies Polynominterpolation. Die Existenz und Eindeutigkeit der
gn ist nicht von vornherein klar. Wir werden deshalb im folgenden derartige Sétze beweisen.
Interpolationen wurden frither benutzt, um etwa Tafelwerte von Logarithmustafeln zu interpo-
lieren. Dies geschah oftmals mit einer linearen Interpolation, um Zwischenwerte zwischen den
Stiitzstellen zu bestimmen. Heute kommen Interpolationen etwa im Computer Aided Geometric
Design (CAGD) zur Visualisierung grofter Datensétze zur Anwendung, so z.B. beim Entwurf von
Karrosserieteilen. Hierbei verwendet man allerdings stiickweise Polynome, sogenannte Splines,
die wir in Kapitel [7] besprechen. Um diese aber bilden zu konnen, benétigt man Aussagen iiber
Polynominterpolation. Weiter ist die Polynominterpolation oft hilfreich bei der Konstruktion nu-
merischer Verfahren fiir Integration und partielle Differentialgleichungen. Die in [6.1.1] gestellte
Aufgabe muf nicht nur auf Funktionswerte beschrankt sein. Es konnen ebenfalls Ableitungen als
Stiitzwerte vorgeschrieben werden, was auf die sogenannte HERMITE-Interpolation. fiihrt.

6.2 LAGRANGE- und HERMITE-Interpolationsaufgabe

Funktionswerte und Ableitungen sind Beispiele linearer Funktionale auf einem Funktionenraum
F. Es bezeichne

F ={p | p:F—R linear}
die Menge der linearen Funktionale auf F. Mit diesen neuen Begriffen formulieren wir die eingangs

gestellte Aufgabe noch einmal neu:

Allgemeines Interpolationsproblem 6.2.1. Es seien die linearen Funktionale py, . .., p, auf
G, wobei G, ein (n + 1)-dimensionaler Teilraum eines Funktionenraums F sei, vorgegeben. Zu
f € F finde ein g, € G,, sodafs

i (f) = pi(gn) (6.2.2)

fir alle: =0,...,n sei. "

Ein Beispiel haben wir in (6.1.2)) mit u;(f) = f(z;) bereits gesehen. Die Vorgabe von Funktions-
werten nennt man LAGRANGE-Interpolation. Die Bedingungen fiir eine HERMITE-Interpolation
konnten

po(f) = f(xo);  pa(f) = f'(x0)
p2(f) = f(z1);  ps(f) = f'(x1)

lauten. Als nichstes werden wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Problems [6.2.7]
zeigen.
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Satz 6.2.3. Sei {¢y, ..., ¢y} eine Basis von G,,. Aufgabe besitzt genau dann eine eindeutige
Losung, wenn

det(1:(1))ij=0,..m 7 0 (6.2.4)

ist.

n
Beweis: Sei {¢;};—0,..n eine Basis von G,. Dann léft sich jedes g, € G, als g = > ojp;
=0
darstellen. Damit lautet Aufgabe [6.2.1] dann

n n
pi(F) = (> ajees) =Y ajpileps)
j=0 j=0
flir ¢ =0,...,n, was dquivalent ist zu

Aa =0,

wobei A;; = p1;(p;) und b = p;(f) sind. Dieses System besitzt genau dann eine eindeutige Losung,
wenn det(A) # 0 ist. .

Man beachte, daf das Interpolationsproblem [6.2.1] natiirlich nur dann eine eindeutige Losung
haben kann, wenn die Anzahl der Interpolationsbedingungen gleich der Dimension des Raumes
G, also n + 1 ist. Hierzu noch ein

Beispiel 6.2.5. Es sei G, = P, der Raum der Polynome vom Grad n. Wir fithren fiir die
Stiitzstellen xg < 1 < ... < z, mit p;(f) = f(z;) eine LAGRANGE-Interpolation durch. Eine

Basis fiir G, sind die Monome {27 | j = 0,...,n}. Nun gilt mit dieser Basis
1 xy -+ af
1 xry - .:U?
1i(5)ij=0,m = Vo = | . . e (6.2.6)

n n
wobei die Matrix V;, VANDERMONDE-Matrix heift. Da det(V;,) = [[ [[ (z; —2;) # 0 ist fur
i=0 j=i+1
x; # x; fir alle ¢, = 0,...,n, erfillen wir mit unseren Voraussetzungen (6.2.4). Also ist das
LAGRANGE-Interpolationspolynom in diesem Fall eindeutig 16sbar. "

Fiir Polynome, also G,, = P, folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra

Satz 6.2.7 (Allgemeine HERMITE-Interpolation fiir Polynome). Es seien die Stiitzstellen zp <

1 <...<z,und fiir j =0,...,n die linearen Funktionale
i (f) = O () (6.2.8)
mit £ = max{r | z; = x;_,} und hinreichend glattem f auf [zo,...,z,] gegeben. Dann existiert

ein eindeutiges Polynom
P.(z) :== P(f|xo,...,zn)(x) € Py

mit der Eigenschaft
115 (Pn) = 15(f) (6.2.9)

fiir alle j =0,...,n.

Man interpretiert die Interpolation von Ableitungen formal durch zusammenfallende Stiitzstellen.
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6.3 Darstellung des Interpolationspolynoms

In diesem Abschnitt besprechen wir die LAGRANGE-Interpolation mit Polynomen. Seien dazu
ro < x1 < ... < x, paarweise verschiedene Stiitzstellen, und fir ¢ = 0,...,n gelte

wi(f) = f(zi). (6.3.1)
Wir beginnen mit der LAGRANGE-Darstellung:
Lemma 6.3.2. Das (eindeutige) Interpolationspolynom P, (x) := P(f|zg,...,2Zn) € Pn, das
1 (Pn) = Po(z;) = f(z;) (6.3.3)
fiir alle j = 0,...,n erfiillt, 148t sich explizit als

Pp(z) = Z f(@j)ljn(z) (6.3.4)

J=0

schreiben, wobei

Cpn(z) = [ = (6.3.5)

0 Tj — Tk
k#j
fir j =0,...,n die LAGRANGE-Fundamentalpolynome sind.

Beweis: Aufgrund der gewéhlten Darstellung sind die ¢;,, € Py, fiir alle j = 0, ..., n. Weiter gilt
Uin(x;) = d;5. Daraus folgt

Also 16st P, die Interpolationsaufgabe. Zur Eindeutigkeit: Sei P, eine weitere Losung. Dann ist
Q =P, — P, € P, und hat n 4+ 1 Nullstellen. Ergo ist Q = 0. n

Die Darstellung (6.3.4]) des Interpolationspolynoms nennt man LAGRANGE-Darstellung. Sie ist

niitzlich fiir viele theoretische Fragen, aber numerisch instabil fiir Stiitzstellen z; ~ x;. Aufkerdem
n

ist sie wegen der Produktbildung [] zu rechenaufwendig. Also ist es ratsam, sich nach weiteren
k=0
Darstellungen fiir Interpolationspolynome umzusehen. Eine sehr natiirlich wirkende Darstellung

von P, ist die beziiglich der monomialen Basis
P(flzo, ..., an)(x) =Y _ a2’ (6.3.6)
j=0

mit a; € R. Dies ist die Potenzform-Darstellung. Zur Berechnung der Koeffizienten a; muf man
das lineare Gleichungssystem

ao f(zo)
V- | =
an f(zn)
16sen, wobei
1 29 22 - ap "
Vo = } und  f(z;) = Zajxg
1z, 22 xy 7=0
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sind. Da k2(Vy,) = |[VullollV, t|y fiir groRes sehr grof werden kann, ist dies fiir numerische
Berechnungen ungeeignet. Auch die Losung des linearen Gleichungssystems kann problematisch
werden, was wir bereits in Kapitel [3]gesehen haben. Ein weiterer Nachteil sowohl der LAGRANGE—-
wie auch der Potenzform—Darstellung ist, daf man bei Hinzunahme einer neuen Stiitzstelle stets
die gesamte Darstellung neu berechnen muft. Demgegeniiber hat die NEwWTON-Darstellung der
P, eine Art Aufdatierungscharakter. Dazu zunéchst folgendes

Lemma 6.3.7. Fir die LAGRANGE-Interpolationspolynome P,_1(z) = P(f|xo,...,xn-1) €
Pn—1 und P, = P(fl|zg,...,z,) € Py gilt

P,(z) = Pp—1(x) + dpwn(z) (6.3.8)
mit
n—1
wn(z) = [[ (& = 2:) € Pn (6.3.9)
=0
und P
5y e 1) = P (@) (6.3.10)
wn (25
|
Hierbei nennt man {w;,7 = 0,...,n} die NEWTON-Basis von P,. Salopp gesagt, nimmt man
immer einen Faktor (z —x,—1) hinzu, denn es gilt: wy = 1, wy = z—x9, w2 = (x—x0)(x—21),. ...
n—1
Beweis: Per definitionem sind P,—; € P,—1 und w, = [] (z — x;) € P,,. Damit ist
=0
Qn(x) := Py_1(x) + dpwn(z) € P.
Wir miissen zeigen, daf @), an den Stellen x,...,z, interpoliert, also @), = P, ist. Dazu
betrachten wir fiir ¢ =0,...,n — 1 den Term

Qn(z;) = Po_1(x;) + dpwn(zi).

Da wy,(x;) nach Definition hier verschwindet, ist dies dquivalent zu

Qn(x:i) = Po1(zi) = f(24).

Untersuchen wir nun den Fall i = n, so gilt
Qn($n) = Pn—l(«rn) + 5nwn($n) = f(xn)

Da 0, = f@n)=Pu1(zn) # 0, folgt mit Satz[6.2.7, dak @, das eindeutige

wn (Tn)
LAGRANGE-Interpolationspolynom von f an den Stellen xg, ..., x, ist, also
Qn = P(flxo,...,zn) = Py. "

Man beachte, daf der fithrende Koeffizient 6,, in (6.3.8) von f und den x; abhéngt. Daher hat
sich auch die Schreibweise

d = [xo,...,zp]f oder auch 6, = flzo,...,xn] (6.3.11)

eingebiirgert. Eine wiederholte Anwendung der Argumentation aus Lemma [6.3.7] liefert uns die
NEWTON’sche Interpolationsformel

P(flzo,...,xn)(x) = Z([xg, o ) fwi(x) (6.3.12)
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oder ausgeschrieben

P(flzo, -+ wn)(2) = [zol f + ([0, 21] flan () + ... + ([0, -, 2n] Feon ().

Dies bedingt die Frage nach einer effizienten Berechnung der [zo,...,z,]|f. Dazu brauchen wir
das folgende Lemma, welches auch bei der numerischen Integration eine grofse Rolle spielt:

Lemma 6.3.13 (Lemma von AITKEN). Es gilt

T — o Tp —
P(flxo,...,xn) = P(flxy,...,z0)(z) + 2 P(flxoy ..., xn-1)(x).
Ty — X0 Tpn — X0
Die Interpolierende an x, . .., x, ist also eine lineare Interpolation zwischen zwei Interpolations-
polynomen auf x1,...,z, und zqg,...,Tp_1.

Beweis: Wir setzen z; in die rechte Seite ein, und schauen uns die Terme fiir verschiedene Werte
von ¢ getrennt an. Fiir 0 < ¢ < n gilt:

Ty — X

Trn — L;
CP(flar,... ) (z) + 2
o

LP(flwo, .. 2n_1)(x)

In — 0

-

i — X0 Ty — T

= = flai) + =——f(x)
Tn — X0 Tn — X0

= f(wl) = P(f\xo,...,xn)(xi),

womit wir die Behauptung fiir 0 < ¢ < n bereits gezeigt haben. Sei ¢ = 0. Dann gilt

i::izp(f!xh ) (o) + z: = zzp(ﬂxo, - @n—1)(w0) = P(f[wo, ..., @n—1)(w0) = f(20),

und fiir ¢ = n gilt

Tp, — X0 Tp — T
. P(flz1, .. wn) () + = “P(flzo, s xn-1)(xn) = P(flz1, ... zn)(@n) = f(zn).
In — Z0 In — 20
Also beide Seiten stimmen fiir alle x, . . ., z,, iberein und sind eindeutige Interpolationspolynome
vom Grad < n, woraus sich die Behauptung ergibt. "

Zusétzlich gilt
Bemerkung 6.3.14. Fiir paarweise verschiedene z; gilt

[.’L‘l, s 7xn]f - [x(); s 7$n—1]f
Ty — T0 )

[Xoy.. ., xp]f =

Hierbei nennt man die linke Seite dividierte Differenzen der Ordnung n von f.

Beweis: Setze die NEWTON-Darstellung (6.3.12)) in (6.3.13)) ein und fithre einen Koeffizienten-
vergleich durch. n

Aus Gleichung ((6.3.11]) wissen wir
[IL‘z]f = f(l’l) (6.3.15)

Damit erhalten wir das folgende Schema zur Berechnung der dividierten Differenzen:
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0 1 2 3
zo | [zolf
N\
[l‘o,l‘l]f
a hS
Ty | [21]f [x0, 21, 22] f
N f hS
[z1, 22] f (20, 21, T2, T3] f (6.3.16)
4 N\ a
zo | [zo]f [x1, 2, 23] f
hS a
[$27$3]f
a
zy | [s]f

Fiir den Rechenaufwand dieses Verfahrens gilt: Die Anzahl der Divisionen betragt: n+ (n—1) +

ol = %n(n + 1)£"2—2. Weitere niitzliche Eigenschaften der dividierten Differenzen sind:

Eigenschaften 6.3.17. Fiir die dividierten Differenzen gilt:

(a)
(b)

()

[0, ..., 2] f ist unabhéngig von der Reihenfolge der z;.

Ist p € Py, so gilt
[0, ..., zp]p = 0.

Fiir ein ; < 241 aus xg < ... < x, existiert ein £ € (xg, x,) mit der Eigenschaft

(n)
[0y, zp]f = / '(5)7
n!
falls f € C"([a,b]).
Gilt speziell fiir zusammenfallende Knoten zg = ... = z,, so ist
(n) (g
[$07 cee 7330}.]0 = fi(‘o)>
n!

falls f € C"([a,b)).

Fiir g, h € C™ und eine beliebige Knotenfolge z¢ < ... < x,, gilt die LEIBN1Z—Regel

n

(20, -, mnl(gh) =Y ([z0, - -, nlg) (s, . .., ).

1=0

Damit kénnen wir durch héufige Auswertung von P, (z) folgendes erreichen: Stelle P, (x) explizit
in NEwTON-Darstellung auf. Berechne dann die dividierten Differenzen mit dem Rekursionsche-
ma (6.3.16)). Zu dessen Auswertung verwende das HORNER—Schema. Damit haben wir folgenden

Algorithmus 6.3.18. Gegeben seien z; und [z;]f fir i =0,...,n.
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1.) Berechne [xq,...,z;]f fir i = 0,...,n mit Schema (6.3.16).
2.) Setze p =4, fir k =n —1,...,0 und berechne

p =0 + (z — zk)p.
Dann ist P,(x) = p.

Bei der Auswertung von P, an nur wenigen einzelnen Stellen stellt man P, nicht explizit
auf sondern benutzt das folgende Schema unter Verwendung von Lemma Setze P ) =
P(flzi—k,...,x;) fir 0 < k < i < n. Speziell gilt dann P, ,(z) = P(f|zo,...,2y)(z) und
Pio = P(flzi)(x) = f(x;). Mit [6.3.13) gilt dann

T — Tk T; — T
Pz‘,k = 71Pi,k—1($) + 173—1,1%1(16),
Tj — Ti—k T — Ti—k

was die NEVILLE’sche Interpolationsformel ist. Damit haben wir das Schema von NEVILLE und
AITKEN:

Pio Piq P
zo | f(zo)
¢
Py
S ¢
ry | f(z1) P
¢ a
Py (6.3.19)
a AN
ra | f(x2) P32
e a
Ps 1
v
w3 | f(x3)

Dies entspricht einem Aufwand von etwa n? Mutiplikationen und Divisionen. Seien fiir ein kon-
kretes Beispiel n = 2,29 = 0,21 = 1 und x5 = 2. Werten wir dies an = = 0.5 aus, so ergibt sich

F(0)=1,f(1) = 4 und f(2) = 2.

Pio Pis Pi»
0] 1
pN
2.5
/ pN
1| 4 5
pN /
5
/
2| 2

Fiir die lineare Interpolation, also p € P; benétigt man mit n = 1 2 Stiitzstellen und fiir die
kubische mit p € P3 und n = 3 4 Stiitzstellen.
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6.4 Verfahrensfehler der LAGRANGE—Interpolation

Wir gehen in diesem Abschnitt der Frage nach, wie stark das Interpolationspolynom von der zu
interpolierenden Funktion abweicht.

In nebenstehendem Bild sind durch die Stiitz- f2
stellen zg < ... < x, zwei Funktionen f; und fo /\ /\
gelegt. Das Interpolationspolynom erkennt aber f
nicht, von welcher Funktion die Daten kommen.

i) I ) I3
Zur Analyse dieses Problems greifen wir auf die NEWTON-Darstellung zuriick. Fiir festes = €
[0, p] gilt immer

f(x) = P(flxo, .. xn)(x) € Prya,

was

f(z) = P(flzo,...,xn)(x) = P(flzo,...,&n,z)(x) — P(flxo,...,20)(T)

= ([.’I,'O,...,.’En,x]f)wn-Fl(-T)
impliziert. Nun gilt mit [6.3.17(c), daf
_ )
[0, ..., zn)f = i)

Eine zentrale Abschitzung liefert der folgende

Satz 6.4.1. Sei f € C""!([xg, x,]). Dann existiert ein & € [zg, x,] mit

F()
f(x) = P(flxo,...,xy)(z) = wn+1($)m- (6.4.2)
Insbesondere gilt
1 n
If = P(flxo, .- )l < Hwn+1||oom!\f( oo (6.4.3)
wobei || f|l.o = max |f(z)| ist. n
z€lxg,..., n

Schauen wir uns nochmal gesondert die Abschétzung fiir das Restglied (6.4.3]) an. Wir bemerken,

n
daf wp41 = [[ (z — ;) von den Stiitzstellen z, ..., x, abhéngt, nicht jedoch von f. Umgekehrt
§=0

hiingt || f("*V)||__ natiirlich von f, aber nicht von den z; ab. Daher spielt wy1 offensichtlich
eine wichtige Rolle in (6.4.3]). Deshalb machen wir zu wy,+1 einige Bemerkungen. Seien dazu die
x; aquidistant, also z; = x¢ + th mit h = % und n ungerade. Man kann zeigen, daf fiir ein
T=T=ux9+ %h oderxt =7 =z, — %h in der Nédhe des Randes

—n+1

1
i1 ()] = e

gilt. Ist nun & = %(xo + x,), also Z in der Mitte des Intervalls, so gilt
1 n+1
lwnt1(2)] =~ <2) ne "L,
Fiir grofses n ist
|wn 1 (T)] > |wnt1(Z)]-

Das bedeutet, die lokalen Maxima von wy,41 liegen nahe den Endpunkten. Allgemeiner gilt
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Bemerkung 6.4.4. Fiir andere Wahlen von z; kann das Verhéltnis verschiedener Funktionswerte
von wp4+1 wesentlich besser sein. Beispielsweise, wenn die z; Nullstellen der TSCHEBYSCHEFF—
Polynome sind.

Die TSCHEBYSCHEFF—Polynome sind eine spezielle Folge von Polynomen T}, exakt vom Grad k,
die beziiglich einem speziellen gewichteten Skalarprodukt auf [—1, 1] orthogonal sind, d.h.

P 0 fallsn#m
/an(m)Tm(x) de=<7m fallsn=m=0
- 5 fallsn=m#0

Explizit lautet das k-te Polynom
Ty (z) = cos(k arccos x)
mit z € [—1, 1]. Die T} geniigen weiter der Drei—Term—Rekursionsformel
Ti(z) = 22T, (x) — Tp—o(x)

fiir £ > 2 und mit Tp(z) = 1 sowie T3 (xz) = . Wéhlt man als Stiitzstellen fiir die Interpolations-
aufgabe auf [—1,1] die Nullstellen von 7,7} d.h.

o 25 +1
Tj = COS 2n+27r

fir j =0,...,n—1,sowird ||w||,, ;_; ;) unter allen (normierten) Polynomen mit reellen Nullstellen
x; minimal. Einen Beweis dieser Minimax-FEigenschaft fiir die TSCHEBYSCHEFF-Polynome findet
man in [DHJ, p. 215ff.. Weiter stellen wir fest

Bemerkung 6.4.5. Obige Herleitung gilt auch fir ¢ [z, z,]. Ersetze in einem solchen Fall
dann [zg, z,] durch die konveze Hiille

conv(zg, ..., Ty, T),

also das kleinste Intervall, das alle x; und = enthélt. n

Prinzipiell konnte man P auch zur Approximation von f an einer Stelle 2* aufserhalb von [zg, x,]
verwenden. Dieses Verfahren nennt man Extrapolation. Aber auferhalb von [z, z,] wachsen die
Werte von wy,11(z) sehr schnell an. Zum Schluf dieses Abschnitts noch

Bemerkung 6.4.6. Obiger Satz lafst sich auch fiir die HERMITE-Interpolation angeben, wenn

n

Wnt1(T) = 1_‘[(3j — )

=0

und die Ableitungen durch die entsprechenden Vielfachheiten x; = x; 4 charakterisiert sind.

Die bisher zur Interpolation vorgestellten Ergebnisse entsprechen dem klassischen Teil der Nu-
merik. Mafgeblich beteiligt an der damaligen Entwicklung waren LAGRANGE und NEWTON.
Hauptséchliche Forschungsbereiche waren damals die Interpolation von Funktionen sowie Ortho-
gonalpolynome. Dieses ganze Gebiet gehort heute der numerischen Analysis unter dem Oberbe-
grift Approzimationstheorie an.

2Man kann zeigen, daf T}, in besagtem Intervall genau n einfache Nullstellen hat.
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6.5 Grenzen der Polynominterpolation

Auf den ersten Blick suggeriert Satz daft man mit einer Erhohung der Anzahl der Stiitzstel-
len und damit von n, beliebig gute Approximationen an f beziiglich der Norm || - ||, erreichen
kénnte. Dem ist aber nicht so, wie das folgende Beispiel von RUNGE zeigt. Betrachte die Funktion
flz) = ﬁ € C*°(R). Man kann zeigen, daf fiir Aquidistante Stiitzstellen

10¢
."L‘j =-5 + —
n
mit ¢ = 0,...,n die Folge von Interpolationspolynomen

P,(z) = P(flzo,...,xn)(x)

auf [—5, 5] divergiert. Insbesondere an den Intervallgrenzen treten immer stérkere Oszillationen
auf.

Eine geeignete Alternative zur besseren Interpolation und Approximation sind Splines, die wir
im folgenden Kapitel diskutieren wollen. Diese Theorie beruht sehr stark auf dem Approxima-
tionssatz von WEIERSTRASS. Dieser besagt, daf sich jede Funktion f € C°([0,1]) beliebig genau
durch Polynome geniigend hohen Grades approximieren lafst beziiglich der Norm || - ||co.



7 Splinefunktionen

7.1 Historische Vorbemerkungen

Der Begriff Spline heifst wortlich tibersetzt diinne Holzlatte. Die fiir die Numerik wichtige Idee
wurde bereits im 18. Jahrhundert im Schiffsbau verwendet. Man zwang Splines durch bestimmte
Knotenpunkte. Dadurch stellte sich fiir Rumpflinien von Schiffen eine giinstige Kurve ein, d.h.
die Holzlatte nimmt eine Lage ein, bei der die mittlere quadratische Kriimmung

2

/ §"(x)° o
(+st07)’

a

minimal wird. Unter der Annahme, daf S’(z) < 1, kénnen wir den Nenner vernachldssigen. Wir
miissen nun eine interpolierende Funktion finden, fiir die

S(:L‘l) = fl (7.1.1)

firi =1,...,n und z; € [a,b] gilt und die zusétzlich das Glattheitsmafs

b >
/S”(x)2 dz (7.1.2)

minimiert. Dadurch wird ein ,Uberschiefen®, d.h. Erzeugen von Oszillationen wie bei der Poly-
nominterpolation, vermieden. Bereits im 18. Jahrhundert erkannten EULER und die Gebriider
BERNOULLI, daf die Aufgabe unter der Bedingung von einer Funktion S gelost
wird, die die folgenden Eigenschaften hat:

e S

€ Ps;

[4,2441)

e S € C%a,b)]).

Mathematisch versteht man unter dem Begriff Spline ein stiickweises Polynom, das an Stiitzstel-
len z; zusétzlich Glattheitseigenschaften hat.

7.2 Dimensionsbetrachtungen

Bisher bezeichnete P die Polynome vom Grad héchstens k—1. Wir verwenden nun dafiir auch
11, die Polynome der Ordnung hochstens k. Nun definieren wir fiir ein Gitter A = {Ti}fié mit
£ + 2 paarweise verschiedenen Knoten

a=T1<7T<...<Tp4+1=0> (7.2.1)

den Splineraum

[T:,Ti41)

Ska = {SECk_2([a, b)) ' S eIl fiir allei:O,...,f}. (7.2.2)
Im Falle £ = 4 spricht man von kubischen Splines, welche den Polynomen vom Grad drei und
S € C%([a,b]) entsprechen. Ist k = 2, so nennt man die zugehdrigen Splines linear. Dies sind
offenbar die Polynome vom Grad 1 und S € C%([a, b]). Sie entsprechen den Polygonziigen.
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Wir gehen nun der Frage der Dimension von S A nach. Wir geben uns auf [a, 7;) ein beliebiges
Polynom P € Il vor. Dieses hat offensichtlich k& Freiheitsgrade. Das Polynomstiick Q auf dem
néchsten Intervall [r1,75) muR sich in C¥~2 anschliefen, d.h. es muf

PY) (1) = QY ()

flir j =0,...,k — 2 gelten. Also bleiben noch k£ — 1 Bedingungen, was heifst, daf fiir @) selbst ein
Freiheitsgrad iibrig bleibt. Analog bleibt auch fiir jedes weitere Teilintervall genau ein Freiheits-
grad tibrig. Da man ¢ Teilintervalle [, 7;41) fiir i = 1,..., ¢ gewahlt hat, gilt

Satz 7.2.3. Sy a ist ein R-Vektorraum und es gilt dim(Spa) =k + £. n

Wir machen weiter mit der Frage nach einer Basis fiir Si, A. Dazu stellen wir zunéchst fest, daft
Pr—1 C Sk, also I, C Sp a. Fiir abgebrochene Potenzen gilt

k—1
k1 (x — 1) falls z > 7;
T —T; = 7.2.3a
( & {0 falls 2 < 7 ( )
Damit haben wir die Frage beantwortet.
Satz 7.2.4. Die Menge
{z']i=0,...,k—1}U{(z—7)k " |ji=1,....0 (7.2.5)

bildet eine Basis fiir Sy .

Beweis: Wegen werden k + ¢ Basisfunktionen benotigt. In ([7.2.5) sind & + ¢ Funktionen.
Wie im Beweis von ([7.2.3)) folgert man nun, daff diese den Raum Sy A erzeugen. Es ist noch zu
zeigen, dafs die Funktionen in ([7.2.5|) linear unabhéngig sind. Dazu sei S € S A mit

k—1 ¢
S@) =Y wa'+ 3 bilw =) =0 (7.2.6)
i=0 j=1

fir alle z € [a, b]. Es ist zu zeigen, da® alle a; und b; verschwinden. Dazu wenden wir die linearen

Funktionale )

w1 1= gy (4700 = 140 )
mit r =1,...,¢ und 7,7, 7" als rechts— bzw. linksseitige Grenzwerte auf S an. Dann gilt
k—1 4
0= pr(S) = pr (Z aixi> +) b ((m - Tj)'f;_l) = b,
i=0 j=1

Da die (k — 1)-te Ableitung auf Pj_; stetig ist, verschwindet die Differenz in y, und damit der
erste p,—Term in obiger Gleichung.

Im zweiten Term ist . <(a: — Tj)lrl) = 0;r, da die Differenz in p, fiir j # r verschwindet. Also
folgt b, = 0 fiir alle » = 1,...,¢ und damit S(z) = 0 fiir alle © € [a,b]. Da Monome linear

unabhéngig sind, folgt a; =0 fiir i =0,...,k — 1. "

Allerdings ist die in angegebene Basis fiir praktische Zwecke ungeeignet, da die Basis-

funktionen nicht lokal sind. Weiterhin sind fiir Werte 7; =~ 7,41 abgebrochene Potenzen
(@—7) (@ —m)!

und diese damit fast linear abhéngig, d.h. die Auswertung eines Splines S in der Darstellung

beziiglich und ist schlecht konditioniert beziiglich Stérungen in den Koeffizienten b;.

Desweiteren haben die Koeffizienten keine geometrische Bedeutung. Daher wird es im folgenden

unsere Aufgabe sein, eine geeignete Basis fiir S; o zu konstruieren.
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7.3 B-Splines

Zur Motivation der nun betrachteten Ausfiihrungen beginnen wir mit zwei Beispielen.

Beispiel 7.3.1. Seien k =1 und

Ska =S1A = {S ’ S romayy €1, 0 =0, ,é}

stiickweise konstante Funktionen. Eine Basisfunktion fiir diesen Raum konnte die charakteristi-
sche Funktion

(@) 1 falls x € [7, Ti41)
TisTq r) =
X[ri.Tis1) 0 falls z ¢ [1;, Tit1)

sein. Falls ¢ = ¢, wahle x| um 7441 = b nicht auszuschliefsen. Fiir den Fall k£ = 2 und

Ti,’Ti+1]7

Sk,A = 827A = {S € CO([CL,b]) ‘ S ellp, i = 0,...,@}

[Ti,7it1)

konnte eine Basis aus Hutfunktionen bestehen. n

Verallgemeinerungen dieser Basen sind die folgenden, siehe [Bo] fiir eine umfassende Darstellung.

Definition 7.3.2. Fiir eine Stiitzstellenfolge A = {TZ} 0 mit der Eigenschaft |-) definieren
wir die B-Splines N; j,(x) der Ordnung k beziiglich 7, ..., 7y, firk=1,... . fund i =0,...,¢—
k + 1 rekursiv durch

Nii(z) = X[Ti7Ti+1)(x) falls i < ¢
7 X[Ti77i+1](x) faHS 1= Z

7.3.3)
T —T; Titk — T (
Nip(x) = ———— Nijgp_i(z)+ ———— Nipip-1(2)
Titk—1 — Ti Ti+k — Tit+1
~—_— —_—
€10,1] fir €7, 74 k] €1[0,1] fir x€[7, 74 ]

Da die Gewichte in ((7.3.3) nach Konstruktion € [0,1] fiir « € [7;, 7;4+%), handelt es sich um eine
Konvexkombination, die numerisch sehr stabil ist.

B-Splines haben folgende niitzliche

Eigenschaften 7.3.4. Fiir die in ([7.3.3) definierten B—Splines gilt

() Supp(N;yx) C [ri, i) (lokaler Triiger),  supp(f) = { | f(x) £ 0
(b) Njk(z) >0 fiir alle x € [a, b] (Nichtnegativitat)

(¢) Nig(@)lir;7551) € i, dh Ny ist ein stiickweises Polynom der Ordnung .

(d) Nix € C*2([a,b]) fiir jedes i = 0,...,¢ —k -+ 1 fiir 7; paarweise verschieden wie in (7.2.1)).
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Die rekursive Darstellung in ist glinstig fiir die praktische Auswertung, allerdings ist eine
geschlossene Darstellung fiir theoretlsche Zwecke oft geeigneter. Diese wollen wir nun bestimmen.

Lemma 7.3.5. Die in ([7.3.3]) definierten B-Splines lassen sich auch als

Nig(z) = (Tivr — 7i) ([Ti, s Tigk] (- — w)]_fl) (7.3.6)

geschlossen darstellen, wobei [, ..., i1k f die durch (6.3.14)) definierten dividierten Differenzen
sind und die abgebrochenen Potenzen (- — x)ffrl aus ((7.2.3a)) dem f(-) in 1) mit Platzhal-
terargument ,,-“ entsprechen.

Beweis: Wir fiihren den Beweis {iber Induktion nach k. Fiir den Induktionsanfang sei k = 1. Es
gilt unter Verwendung von ([7.3.6)

0

Ti =X 0 _ Ti|l- — &
(Tit1 — Ti) ([TZ,TH_l]( x)g]r) = (Tit1 — 7—@)[ +1)( 7_:: - E_Z I )+

= (Tit1 — 33)& —(ri — 33)3

= X(—o0,mig1) — X(=o0,m) = X[mi,miq1) = Nii.

Es gelte bereits die Darstellung (7.3.6|) fiir & — 1 fest aber beliebig. Wir fithren den Induktions-
schritt von k — 1 — k durch. Dazu formen wir IV; ;, in die Darstellung (7.3.6) um. Es ist

Nip(x) =

Titk — Ti)[Tiy o oo Tigte) (- — x)i_l

( )
= (T — T)[Tiy -+ s Titk) (X(—oo,.)(:r)(- . x)k—l)
= (Tiwk — Ti)[Tis -+ Titk) (( _ w)X(fOO,-)(x)(' . w)k_2>
= (Tisk — Ti)[Tir -+ Titk) <( —2)(- — z)ffz) ‘

Mit der Leibnizregel (6.3.17) folgt

i+k
Nip(@) = (Tige = 7) | D _[7ir- -, 5] = D)y migal] (- — )2
j=i
= (= ) [ = )l T — )
[7i, 7] (- — @) [T, - Tkl — )04
(75, Tit1, Ti2) (- — @) [Tig2, - i) (- — x)i_Q +.. } :
Da (- — z) € Ily, gilt nach (6.3.17)(b), dak [r1,..., 7] (- — z) = 0 fiir alle m > 2. Folglich bleiben
nur die ersten zwei Terme der Summe erhalten. Wende nun (6.3.14) an
Nip(@) = (7 = 73) | (73 = D)l il = )72
(Tiy1 —x) — (i — ) k-2
+ P ——. (i1, ikl (- — @)}

Es gilt w = 1, und es folgt nach erneuter Anwendung von (6.3.14
i+1—Ti
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k—2 k—2
Tidtly---5Ti = —|Tiye ooy Tigk—1](- —
Nig(@) = (Tivk — 7i) [(n — ) <[ o= el 2y~ [ ke — )y )
Tiv+k — T
+ [Tigty oo s Tigh) (- — x)i_zl
= (1 — ) ([Ti+1, Tkl = 28 = [ k(- 37)]:2>
+ (Tigk = ) [Figts - Tkl (- — )
= (T — @+ Tiph — T Titts - s Tk - — )52 = (73— @) [Ty oy i) (- — )72
= (Tirk — @) [Tis - oy Ti) (= 2)5 72 = (75 — @) [, .o, g ) (- — 2)R72
T —T; Tithk — X
= Nipa(@) + N g (z).
Ti+k—1 — Ti Ti+k — Ti+1

Bemerkung 7.3.7. Obige Rekursionsformeln ([7.3.3)) lassen sich genauso angeben, wenn Stiitz-
stellen 7; zusammenfallen. Man beachte aber, dak N;i(z) = X[, 7, )(x) = 0 falls 7; = 7i41.
Entsprechende Terme werden dann in der Rekursion zu Null gesetzt. "

Weiter gilt noch

Bemerkung 7.3.8. Die Rekursionsformeln fiir die Ableitungen von B—Splines erhélt man direkt
aus der expliziten Darstellung (7.3.6)):

@) = =Dk —7) (I misl (= 2)572) (<1)

. . PR— k_2 J— . . PR— k_z
Tivk — Ti
1 1
= —(k—1) | ———Nij14-1(x) = ————= N 1(2)
Ti+k — Ti+1 Ti+k—1 — T4

= (k—1) [ Nig—1(z) Ni+1,k1($)} 7

Titk—1 — Tq Tit+k — Ti+1

folglich reduziert sich die Berechnung der Ableitungen auf die Auswertung einer Linearkombina-
tion von B—Splines niedrigerer Ordnung. L]

Wir kommen nun zur Auswertung von Splinefunktionen. Auf der Basis von B—Splines lassen sich
nun Splinefunktionen angeben. Um die Intervallgrenzen mit beriicksichtigen zu kénnen, betrachte
die erweiterte Knotenfolge

T = {0} (7.3.9)
mit 0; < O;4p firi =1,...,n, also
01:...:9k:a<0k+1 < -'-§0n<b:0n+1:---:9n+k-

Man sieht, daf a und b k-fach besetzt sind.
Definiere nun das lineare Erzeugnis der B—Splines auf T als

Nie(T) =N :=span ({N; i =1,...,n}), (7.3.10)
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d.h. jedes Element S € Ny (T') besitzt eine Darstellung

S(x) = ¢iN; () (7.3.11)
i=1

fir € [a, b]. Durch Einsetzen der Rekursionsformel (7.3.3) bekommt man daraus

n

S@)= Y @) Nipr(@), (7.3.12)

i=r+1
wobei
G fallsr =10
—0; r— Oirk—r — r—
A= T7% (x) + +kiacc[flu () fallsr >0 (7.3.13)
’ Oiph—r — 0; Oipk—r — 0; "
0 falls 9i+kfr = 91

Speziell fiir den Fall r = k — 1 folgt fiir 6 € [0;,0,41) aus (7.3.12)

Nz}k_r(-r) = N'Lyl(m) = X[0i70i+1)

und damit
S(x) = () (7.3.14)
fir x € [0;,0;41). Zur rekursiven Berechnung der cy] (x) bietet sich ein NEVILLE-artiges Schema
an:
Cj—k+1
> 1
Cj—k+2 Cg'lkﬂ(x)
> 1 > 2 7.3.15
Cj—k+3 = Cﬂm(x) — Cg'lk+3 (7.3.15)
> 1 > 2 k-1
¢; — cg.](m) — CB](x) R cg.*]

Der Aufwand zur Auswertung von S entspricht dem zur Auswertung eines B-Splines nach ((7.3.3)).

Wir miissen noch zeigen, daf die IV;; tatséchlich eine Basis fiir den Splineraum Sy A bilden.
Vorher bringen wir aber noch einige theoretische Ergebnisse. Wir beginnen mit der Reproduktion
von Polynomen und dem folgenden

Satz (MARsDEN-Identitét): Fiir alle « € [a,b] und o € R gilt

n k—1
(lE — O')k_l — Z H(9i+j — U)Nz,k(x)
i=1 j=1
= D eik(@)Nix(z) (7.3.16)
=1
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Beweis: Der Beweis lduft iiber vollstdndige Induktion nach k. Der Induktionsanfang fiir £ = 1
ist einfach, da

(l‘ — O' = 1= Z z 1 ZX 02701_‘_1 X(91,9n+1)(l‘) = X(a,b)(aj) =1

gilt. Wir fithren den Induktionsschritt von k —1 — k aus. Dazu nehmen wir an, daf die Behaup-
tung fiir » < k — 1 gilt. Betrachte die rechte Seite in (7.3.16)), die die Darstellung (7.3.11)) mit

¢ = ¢; (o) hat:

n n

S(z) =D cilNip(@) = > o' () Niga (x)

i=1 =2

Wende nun Definition (|7.3.13]) von cy] fir r =1 an:

" ) Ot —
S(:c)ZZ(H & ¢ + xcz'1> Nij-1(z)

— \bitr—1 —0; Oitk—1 — 0
Nun sind genau nach Definition ¢; = ¢; (o) und ¢;—1 = ;1 (o). Folglich gilt:

5(33):2 1_9 H itj — O) ik —@ H i—1+j — 0) | Nig—1(x)

i—2 H—k z—l—k 1— 9

Wende eine Indexverschiebung im zweiten Produkt an, sodafs Hf;ll (Oi—14j—0) = H?;g (Oirj—0).
Gleiche nun beide Produkte an durch herausziehen des letzten Faktors des 1. Produkts und des
ersten Faktors des 2. Produkts. Ziehe dann die gemeinsamen Faktoren Hf;f (0i4; — o) heraus:

n k-2
z —0; Oivh—1 — >
x) = Oiri —o) | ————(6; + AL T Y g o)) N (@
) ;Jl;[l( +i )( Orn 1_9( +h—1—0) 0i+k—1—0¢( ) bi1(z)

Der Ausdruck in der grofsen Klammer ist linear von x abhéngig und genau gleich x — o, da es
die lineare Interpolation von x — o an 6; und 6;,_1 ist.

Betrachte nun
supp(N1 k—1) € [01,0145-1] = [01,0,] =0

Daraus folgt, daf Ny ,_1(z) = 0 fiir € [a,b], und es nach der Definition von ¢; ;_1(c) unter
Anwendung der Induktionsvoraussetzung gilt:

S .%'—O'Z(plkl zk 1()

!T_UZSOZICI zk 1()

Einige Konsequenzen hieraus sind
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Korollar 7.3.17. Die Menge der Polynome vom Grad héchstens k& — 1 auf [a, b] ist eine Unter-
menge von span ({N; , | i = 1,...,n}) auf der Knotenfolge T, also

Pr_1 C Nk(T)

Beweis: Betrachte die /-te Ableitung der MARSDEN-Identitdt nach o, ausgewertet an o = 0.

Es gilt:
d g
<d> (Iﬂ o O_)k—l
g

= ((k ) (k= )z — a)k_l_g(—l)L})

o=0 =0
= (k—1)-- (k- 02" (-1)
& l
= el Ni (@)
i=1
Aus der letzten Identitdt folgt mit m = k — 1 — £ folgende Darstellung
m (_l)k_l_m = (k—1—m)
T > @ik (0)Ni k() (7.3.18)

(k—1)---(m+1) pat

flir Monome mit m =0,...,k — 1.

Folglich lassen sich die Monome bis Grad k — 1 als Linearkombination von B-Splines Nj;j der

Ordnung k darstellen. Da Pj,_; die Monome z°, ..., zF~! als Basis besitzt, folgt die Behauptung.
|
Speziell fir m = 0 ist
(k1) =(k—1)(k—2)---2-1- (=)' = (k- 1)I(—1)F*
vir (o) =(k-1k=2)---2-1-(-1)"" = (k= 1!(=1)
o=0
und damit unabhéngig von o. Denn nach Definition gilt
k—1
vik = [[(Oir; —0) = (=0)* 1+ O(c"?)
j=1
Damit folgt direkt aus ([7.3.18)|)
n
¥ =1=) Nz (7.3.19)

fir alle x € [a,b], was bedeutet, daf die B-Splines eine Zerlegung der Fins bilden. Aus (7.2.4)
wissen wir, dafs die Menge

{i=0,...,k—1, und (m—Tj)’fl,jzo,...,l}

eine Basis fiir Sy a ist. Diese Basis ist global linear unabhéngig, also auf ganz [a, b]. Im Unterschied
dazu gilt wegen der Lokalitdt der B—Splines

Satz 7.3.20. Die IV;;, sind lokal linear unabhangig, d.h. gilt
n
Z C,‘Niyk(l‘) =0
i=1

fiir z € (¢,d) C [a,b], so ist ¢; = 0, falls (¢, d) N (0;,0;11) # 0.
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Beweis: O.B.d.A. enthalte das Intervall (¢, d) keine Knoten 6;. Ansonsten zerlege man (c, d) in
Teilintervalle. Wegen der Darstellung der Potenzen in und Korollar lassen sich
alle Polynome mit Grad < k — 1 auf (¢, d) durch B-Splines darstellen und, da dim ITx_; = k auf
(c,d), gibt es nur k B-Splines, die nicht verschwinden. Diese miissen demnach linear unabhéngig
sein. "

Jetzt sind wir in der Lage zu zeigen, daft die B-Splines eine Basis fl'ir Sk A bilden. Dazu miissen
wir die Stiitzstellen und Knoten geeignet wéhlen. In Erinnerung an 1)) ergibt sich das folgende
Schema:

A a=T7 < T1 < T2 Te < Tgp1 =0

Il Il Il ] il
T T T T T

T 01=...=60r Orpt1 Opyio 0, Op+1=...=0p1k
Damit haben wir
Satz 7.3.21. Mit A, T und n = k + ¢ wie oben gilt
Se.a =N,
d.h. die B-Splines der Ordnung k bilden eine Basis fiir den Raum der Splinefunktionen Sj A.

Beweis: Wegen [7.3.4] (¢): N,

Lk‘[ﬁﬁjﬂ) € Pr—1 und N; i € C*2([a, b)) folgt

Ner C Sk

Aufgrund der lokalen linearen Unabhéngigkeit der N; ;. gilt
dim(Ng 1) =n =k + ¢ = dim(S;a),
woraus unsere Behauptung folgt. ]

Allgemeiner kann man sogar zeigen, dafs man fiir k—fache Randknoten in T jeweils p;—fache innere
Knoten 0; wéhlen kann, also 61 = ... = 0, und 0,1 = ... = 04, usw.. Dies driicken wir aus
in folgendem

Satz 7.3.22. Es ist
Sk = N

Ist puj =1 fiir alle 5 =1,...,¢, so gilt
Sku,A = Sk,A.
In diesem Fall hat man also eine héchstmogliche Glattheit an den Stiitzstellen erreicht. Ist p; > 1,

so fordert man weniger Glattheit an den einzelnen Stiitzstellen. Zum Schlufs des Abschnitts geben
wir noch

Satz 7.3.23 (Stabilitdt der B-Spline Basis). Man kann zeigen, daf mit ¢ := (¢;),

i=1,...,n

Cllello < < el

00,[a,b]

N; i

d.h. die B-Splines bilden eine unkonditionell stabile Basis fiir Sy A, denn unabhéngig von der
Knotenfolge T' 1t sich S = Z ¢;Nj 1, von oben und unten durch die Entwicklungskoeffizienten

¢; abschétzen. Daher sagt man auch dafs die B-Splines eine gut konditionierte Basis bilden.

Beweis: Die obere Abschitzung lauft iiber eine Zerlegung der Eins, die untere mit Konstruktion
einer dualen Basis. n
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7.4 Splineinterpolation mit B—Splines

Die urspriingliche Motivation fiir die Konstruktion der B—Splines waren Interpolationsprobleme.
Sei T'= {0i};_1 1 ecine erweiterte Knotenfolge wie oben, also

A a=T0< T1 < T2 e < Tpe1 =0

| | | Il il
T T T T T

T 91 = ... = ek 9[€+1 9k+2 Gn 971-&-1 _ ... = 0n+k

Mit N r = span ({N;x | i =1,...,n}) und dim(Ny 7) = n folgt, dak man n Bedingungen stellen
mufl, um eine wohldefinierte Interpolationsaufgabe zu stellen. Folgender Satz besagt, wann eine
Interpolationsaufgabe fiir alle Daten eindeutig l6sbar ist.

Satz 7.4.1. Sei T = {0;},_;
Problem

ntk Wie oben und seien 1 < ... < m, € [a,b] Stiitzstellen. Das

Finde zu Daten fi,..., fp ein S € Nppmit S(z;) = fifiri=1,...,n (7.4.2)

besitzt genau dann eine eindeutige Losung, wenn

[91', 91+k) falls i =1
x; €9 (0;,0;0%) fallsi=2....n—1 (7.4.3)
(0;,0;41] fallsi=n

flir alle i = 1,...,n, d.h. wenn in den Tréger jedes B-Splines genau eine Stiitzstelle fallt.

Beweis: Nach Satz ist die Interpolationsbedingung genau dann eindeutig l6sbar, wenn
det (N x(x))ij=1,..n) # 0 ist. Dies ist nach dem Satz von SCHOENBERG-WHITNEY genau
dann der Fall, wenn die N; p(x;) # 0 fiir alle i = 1,...,n sind. Dies aber ist &quivalent dazu, daf
die z; im Innern der Trager liegen. "

Bemerkung 7.4.4. Man kann sogar zeigen, dak der Fall, dalk A = (N; x(x;))i j=1,...n total positiv

ist, d.h. alle  x r Unterdeterminanten nichtnegativ sind, dquivalent dazu ist, dafs Ac = f stabil
mit GAUss-Elimination ohne Pivotisierung gelost werden kann. "

Man beachte, daf wegen supp(N; ) = [0;,6;1%] die Matrix A die Bandbreite & — 1 besitzt, also
diinn besetzt ist. Fiir den Fall k£ = 4 leiten wir Ac = f her:

Kubische Spline-Interpolation mit B—Splines

Fir k = 4 wandelt sich unser Schema zu:

A a=1 < T2 < T3 Tn—3< Tp—o =0b
T 01 =...=04 05 O¢ 0, Ont1=...=0nts
Wiéhle nun Stiitzstellen x1 = 64, o = 05,...,2p_2 = Op41. Dies stellt n — 2 Bedingungen an

z;. Da aber dim (N 1) = n fehlen uns also noch zwei Bedingungen. Typische Wahimdglichkeiten
sind
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(I) Vollstindige kubische Spline—Interpolation: Zusétzlich zu den Funktionswerten gibt man
noch die ersten Ableitungen am Rand an. Somit erhélt man einen vollstdndigen Satz von
Interpolationsbedingungen:

S(0:) = f(6:) (7.4.2a)

firi=4,...,n+ 1 zusammen mit

(IT) Natirliche Spline—Interpolation: Anschaulich entspricht diese Methode dem Auslaufen der
diinnen Holzlatten am Rande, denn man fordert

S"(a) = 8" (b) =0

(ITI) Keine—Knoten—Bedingung: Falls am Rand keine Knoten zur Verfiigung stehen, verschweifie
kubische Polynomstiicke auf [04, 05], [05, 0] zu einem. Am rechten Rand verfahre entspre-
chend.

Fiir die vollstandige kubische Spline-Interpolation gilt

Satz 7.4.6. Zu jedem f € C%([a,b]) existiert ein eindeutiger Spline S = If € Ny, sodah fiir
1=4,....,n+1

~
\/-\

(Isf)(0:) =
(Isf) (a) =
(Lf)'®) = f

gilt. Desweiteren erfiillt Iy f die Extremaleigenschaft

a) (7.4.7)

I(Taf) "1l < 1lg" 1l (7.4.7a)

fiir jede Interpolierende g € C*([a, b]) N La([a, b]), die auch ([7.4.7) erfiillt, und es gilt die Fehler-

abschétzung

fiir jedes f € C*([a,b]), wobei h = max|01+1 — 0| und (| fllog 057 = m[ax |f(x)| ist.
e

Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit zeigt man mit Satz Die Extremaleigenschaft
findet man etwa in [DH|, Kapitel 7.4. Ein Beweis der Fehlerabschitzungen steht in [SB2|, §2.4.

Approximationsgiite von Splines

Bemerkung. Zur Lisung der Aufgabe [7.4.7 mit[7.4.7d vergleiche mit der zu Anfang gestellten
Interpolationsaufgabe unter Einbeziehung von[7.1.9

Beachte. e In kann das Einfiigen von Stiitzstellen bewirken, daff h kleiner und somit
die Abschdtzung genauer wird.

o ist unabhéngig von der Lage der Stiitzstellen, im Unterschied zur Polynominterpola-
tion, bei der die rechte Seite von [wall oo 21F™ | lautete).
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Berechnung der vollstindigen kubischen Spline-Interpolation mit B-Splines

Wir wollen S = I f berechnen aus den Interpolationsbedinungen

§'(a) = f'(a), S'(b) = f'(b)

Folglich ist ein S € Ny p gesucht und damit ein lineares Gleichungssystem zu lsen (vgl. Beweis

von Satz [7.4.1)).

SO) = ¢Njk®) | =f(6;), i=4,....,n+1 (7.4.9)

br=...=0, 05 0 0, Ons1=...=0pa

Es gilt (z.B. mit Rekursionsformeln [7.3.3)

Nja(01) =0, j=2,3,...
Nja(Opt1) =0, j=n—-1,n-2,...
Das heift, die B-Splines NN; 4 verschwinden an a, b fiir j =2,...,n — 1.

Desweiteren

Ni4(04) =1 wegen Zle(x) = 1Vx € [a, b)
i=1
Npa(0p41) =1 (Zerlegung der Eins)

Eingesetzt in folgt damit
5(04) = c1 = f(04)
S(On+1) = cn = f(0nt1).

Folglich miissen in nur noch die n — 2 Koeffizienten co, ..., c,_1 berechnet werden.

Mit gleicher Argumentation schliefst man aus Bedingungen an Ableitungen & Rekursionsformeln
fiir Ableitungen von B-Splines [7.3.§]

f'(a) = f(a)Ni 4(a)

cy =
N§,4(a)
. f'(0) = F(B)N;, 4(b)
n—1 —
Ny—1,4(0)
Damit sind nur noch die n — 4 Koeffizienten ¢ := (cs, ..., cn—2)" zu bestimmen.

Lose folglich A¢ = z, wobei
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N3 4(05) Naa(6s)
N3 4(66) '

e
li

. Nn72,4(9n71)
Np—34(0n) Np—24(0n)

eine Tridiagonalmatrix der Bandbreite £k — 1 = 3 und z =(f3,..., fn_g)T mit

f3:= f(05) — calN2,4(05)
fi = f(0j12) 7=4,....n—3
fn—2 = f(en) - Cn—an—1,4(9n)

ist.

7.5 Multivariate Splines

Die Theorie zu mehrdimensionalen Splines lésst sich nicht anndhernd so einheitlich entwickeln
und darstellen wie die univariate Splinetheorie [Bo].

Beispiel 7.5.1 (Einfachster Fall). Tensorproduktansétze auf Rechteckgittern fiir zwei Variablen
z,y.

Gegeben zwei Knotenfolgen T = {ei}izl,...,n+k fiir v und U = {uj}j:1 .mak Ty auf Intervallen
[a,b] und [c,d].
Daraus ergibt sich ein Knotengitter mit den Knoten (0;,u;), i=1,....,n+k;j=1,...,m+k.

Setze Nj j(x,y) := N p1(x)Njruv(y), welches dieselbe Ordnung k in x- und y-Richtung hat. Der
Splineraum Ny (T,U) :=span{N,; |i=1,...,n,j =1,...,m} hat somit Dimension mn.

Allgemeines Interpolationsproblem 7.5.2. Seien Stitzstellen (x,,ys), r = 1,...,n, s =
1,...,m und Daten f, s gegeben. Finde

S(IL', y) = Z Zcz,jN’L,](x7y) € Nk(T7 U)7

i=1 j=1

sodaf fiir alle r,s die Voraussetzung S(xy,ys) = frs erfillt ist.

Zur Losung von gilt es ein lineares Gleichungssystem Ac = f zu l6sen: Betrachte somit

n m
S(@ryys) = D Y cijNij(@r,ys) = frs
i=1 j=1
Laut Definition von N; j(z,y) als Tensorprodukt und nach dem Vertauschen der Summen ergibt

sich
m n
Z (Z Cz‘,sz‘,k,T(ﬂ?r)> Njrv(ys) = frs
=1

=1

—qT
7.aj

Die Losung lésst sich wie folgt auf eindimensionale Probleme reduzieren:
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e Bestimme zunéchst fir jedes r = 1,...,n die Koeffizienten aj als Losung von

m
Za{;vaka(yS) = f’l“757
j=1

welches ein lineares Gleichungssystem fiir s = 1,...,m ist.
Folglich sind n eindimensionale Systeme vom Rang m zu l6sen.

e Lose dann noch fir j =1,...,m
n
Z cijNikr(r) = aj
i=1

firr=1,...,n.
Folglich handelt es sich um m eindimensionale Systeme vom Rang n.

Daraus ergibt sich eine Komplexitdt von mO(n) + nO(m) arithmetischen Operationen, da die
einzelnen Systeme aufgrund des kompakten Trégers von B-Splines Bandmatrizen beinhalten, die
jeweils mit O(n) bzw. O(m) Operationen gelost werden kénnen.

Zwar ist A € R")*(m) auch diinn besetzt, aber direkte Loser wiirden Fill-Ins erzeugen und
die diinne Besetzung aufheben.

Beispiel 7.5.3 (Anderer Standardfall). Splines auf Dreiecksgittern (= Finite Elemente)

Bei Courant-Finite-Elementen ist N; j(x,y) # Nij(x)N;(y) wie bei Tensorprodukt-Hutfunktionen.
Die Liosung des zugehorigen linearen Gleichungssystems erfolgt daher in der Regel mit iterativen
Losern.
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8 Numerische Quadratur

Gegeben ist eine (stiickweise) stetige Funktion f auf einem Intervall [a,b] C R. Gesucht ist das
(Riemann-)Integral (sieche Abb.

I(f) == /f(x) da (8.0.1)

a b T

Abbildung 1: Integral I(f) auf [a, b]

Héufig ist I(f) nicht geschlossen (analytisch) theoretisch berechenbar. Dies fithrt auf das Problem,
eine approximative Berechnung des Fldcheninhalts durchzufithren. Dies nennt man Numerische
Integration, Numerische Quadratur, Numerische Kubatur falls I(f) = [ f(z)dx fir

Q

QCR" n>1.
8.1 Einleitung, klassische Methoden

Aufgabe: Berechne I(f) := fbf(av) dz mit f € C([a, b)).

Idee: Ersetze f durch eine moglichst dhnliche Funktion f, sodaf I ( f) berechenbar ist.

Kondition der Quadratur

Betrachte den Ausgabefehler der Integration einer Funktion f mit ihrer Stérung f:

b

b
() = 1Nl = /(f(a?)—f(l’))dw S/If(w)—f(w)\dxé(b—a)llf—flloo

a

Folglich ist die absolute Kondition des Integrationsproblems gut, wenn f die Funktion f moglichst
genau approximiert.

Fiir den relativen Fehler gilt:

b
foHoodw‘ ; .
a I =Ml _ . = flls

= Krel =71
fbf(a:) = 1 lloo £l oo

) = I _ o= a)lf = Fllo Il _

[L(f)l b 1flle
[f(z)dz

a

Falls f stark oszilliert, kann
b

/ f(@)dz| < (b—a)|| ]l

a
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gelten und folglich k.o > 1. Daraus ergibt sich eine schlechte relative Kondition.

Klassische Integrationsverfahren.

1. Unterteile [a, b] in n Teilintervalle [tg, tx41] fir K =0,...,n — 1. Die ¢; nennt man Stiitz-
stellen.

Abbildung 2: Intervallaufteilung von [a, b]

2. Approximiere f auf jedem Teilintervall [t;_1, tx] durch eine einfach zu integrierende Funk-
tion gi. Dies fiihrt auf

I(f) = f(@) do ~ (2) da
kzltk/l kzl tk/l "

Speziell: Wihle ¢, dquidistant, das heifit ¢, = a + hk, wobei h := bfT“ (oder h =ty —tx—1)
als Schrittweite, Diskretisierungsparameter oder Gitterweite bezeichnet wird.

a =t t1 to b=t3

Abbildung 3: Schrittweitendarstellung mit n = 3

Wir betrachten im Folgenden dquidistante Stiitzstellen.

Beispiel 8.1.1. Rechteckregel
Wiéhle

f(tk_l) falls z € [tk—la tk]
0 sonst

|
[

te—1 172 tkt1

Abbildung 4: gx(x) auf einem Teilintervall

Man erhalt somit

I(f) ~ R(h) :=hY_ f(tr1)
k=1
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Berechnung der Giite der Approximation in Abhéngigkeit von der Gitterweite h unter der An-
nahme, dass der Integrand f ,,geniigend glatt* auf [a, b] ist, mittels Taylorentwicklung:
Taylorentwicklung von f um tx_1: f(z) = f(tx—1) + (& — tk—1) f (&), © € [tp—1,tk], & € [th—1, ti]

th ty 127
h=tp—tp_1 Taylor /
= hf(te-1) = fltp—1)de = fle)yde — (&) [ (x—ty—1)da
tk[1 tk/; tkfl
(et )2 8 p2
=— iy =%
tg
_ / (@) de + O(h?)
th—1
h—b—a
= R0 = 1Y flter) = Y [ F@)de) + 0003 = 1)+ O)
k=1 k=1 tho1

das heifst, der Fehler ist von der Ordnung O(h), also ein Verfahren 1. Ordnung. Dies bedeutet,
dass der Fehler
|En(f)] = [1(f) = R(h)| = O(h)

fir h — 0 (h < 1) von der Ordnung O(h) gegen 0 geht (Fehlerabschétzung). Allgemein gilt
|En(f)| = O(R™) fiir ein Verfahren r—ter Ordnung (r > 0) und h =277, =0,1,2,....

Beachte, dass folgende wesentliche Annahmen erfiillt sein miissen:

e Der Integrand muss ,,geniigend glatt” sein (wegen der Taylorentwicklung).

e Die Schrittweite h muss immer gleich sein, das heifst die Stiitzstellen miissen dquidistant
sein.

Ist beides nicht erfiillt, kann man die obige Aussage nicht treffen.

Beispiel 8.1.2. Mittelpunktsregel
Wahle

() = FOETEY falls @ € [ty g, )
0 sonst

Dann erhilt man

R =nYC f () < 00
k=1

- - Rechteckregel
- - Mittelpunktsregel

Abbildung 5: Anschaulicher Unterschied der Regeln
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ty
Man kann mit der Taylorentwicklung zeigen (mit [ (z — 3(tj—1 — tg)) da = 0), dass fiir f €
te—1
02([tk_1,tk]) gilt:
b b //
t t
/ / ( -1+ k> /f f f)h
te—
fir ein & € [tg—1, tg)-
Damit folgt:
(et no % 1 (ER)
R = hY f(55) =% f flaydo = 35 Ephn®

=1 k=1t _1
)

k
b n "
= JI@)de = 52 5 = () — Bu()
a =1
Fiir den Diskretisierungsfehler (Verfahrensfehler) erhédlt man somit:

En(f)] < Z|f” Nl 1. " o
MU= 94 =24 Ll T
:—Irg[ag]v"(wn

Das heift, die Mittelpunktsregel ist ein Verfahren 2. Ordnung, da |E,(f)| = O(h?) gilt (der
Fehler geht mit O(h?) gegen 0 fiir h — 0).

Am bekanntesten ist das folgende

Beispiel 8.1.3. Trapezregel

Ersetze f auf [tx_1, ;] durch eine lineare Interpolation von f(tx_1) und f(tx), das heifst ersetze
f auf [a,b] durch einen Polygonzug (ein linearer Spline, d.h. eine stetige, stiickweise lineare
Funktion) durch f(tx),k=0,...,n

Abbildung 6: Ersetzung von f durch Polygonzug

Wahle also

[ ) + S () falls € [ty 1]
g () =
0 sonst

(Dabei ist gy (tk—1) = f(tx) und gx(tx) = f(tk-1)-)

Wir erhalten: .
k

[ au@)dz =h- 5 () + f0)

tk—1
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" doppelt

Abbildung 7: doppelte t’s

(Die Fléche ist ein Trapez.)
Somit ist die Approximation von I(f) die Trapezsumme

n—1
R(h) = (;u(a) FIO)+ Y f(tk))

k=1

Wie bei der Mittelpunktsregel kann man fiir f € C?([tp_1,tx]) zeigen:

h / gk(x>dx:h§<f<tk_1>+f<tk>>= / f(w)dﬁ"mfg’“)h?’

fiir ein & € [tg—1, tx] und es ergibt sich
(b—a)
()| = 1)~ Rl < < 2O Dy

also ebenso ein Verfahren 2. Ordnung.

8.2 Die Newton-Cotes-Formeln

Allgemein. Schreibe nun [c,d] anstelle von [ti_1,tx| fir ein typisches Teilintervall. Obige Bei-
spiele sind von folgendem Typ:

Seien g, ..., Tm € [c,d] paarweise verschieden.
| I | | | | |
1 T [ I [ | 1
a c Z; d b
I I
k—1 123

Abbildung 8: typisches Teilintervall [¢, d] C [a, ]
Approximiere f durch das Interpolationspolynom P(f|xo, ..., zm)(x) € Py, (Menge der Polynome
vom Grad m), das heifit

d

d
I(f) = /f(x) dz ~ /P(f\azo, ooy ) () doe = I, (f). (8.2.1)

Cc
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Beachte: die rechte Seite ist einfach zu berechnen, da P(f|zo,...,xm)(x) ein Polynom ist.
Beispiele:

Rechteckregel: m=0,z9g=c

Mittelpunktsregel: m = 0,x9 = #

Trapezregel: m=1,xg=c,x1=d

Bemerkung 8.2.2.
Sei I,,(f) definiert wie in (8.2.1]). Dann gilt fiir jedes Polynom @ € P,,:

d
1,.(Q) = 1(Q) = / Q(z) da,

das heifst die Quadraturformel ist exakt vom Grad m.

Beweis: Die Interpolation von m + 1 Punkten liefert ein eindeutiges Interpolationspolynom
P(Ql|zo,...,xm)(x) € Py, mit P(Q|zo,...,Tm) = Q fiir jedes @ € P,,. Die Integration gleicher
Integranden liefert das gleiche Integral. |

Die praktische Auswertung von I,,(f) benédtigt die Darstellung des Interpolationspolynoms.
Whihle eine Darstellung iiber Lagrange-Fundamentalpolynome

m m
T — Tk
P(flwo, - om)(@) = > flap) [T ——
=0 k=0 " T Tk
k#j
(Daraus folgt:
S Ly — T
P(f|zo, 7xm)(xz)22f(x])nx . = f(=;)
=0 K=o J Tk
k#j
6
=5y
firi=20,...,m).
Lemma 8.2.3.
Es gibt Gewichte ¢y, .. ., ¢, sodal I, (f) definiert in (8.2.1]) die Darstellung
_ m
Im(f) =h- ) cjf(z))
=0
:tg—l i Zdtk

Abbildung 9: I(f) auf Intervall [c, d]

mit & := d — ¢ erhilt. Die Gewichte sind gegeben durch

d
1/ﬁ x—a:kd
Cj:T xZ.
h o Ti T Tk

¢ k#j
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Beweis: Ubung.

Zur Wahl der Stiitzstellen x;: Wéhlt man auf [c,d] dquidistante Stiitzstellen x; = ¢ + %l}

mit h=d—¢,j=0,...,m, fiihrt dies auf die Newton-Cotes-Formeln (Interpolatorische Quadra-
turregeln)
B m
=hY c¢if(c+&h) (8.2.4)
§=0

wobei §; 1= % (normierte Stitzstellen) und die Gewichte ¢; aus Lemma sind.

Spezialfille.
Hierbei sei:
m: der Grad des Interpolationspolynoms
d
D: der Diskretisierungsfehler |Ep,(f)| := [In,(f) — [ f(z)dz|

c

O: die Ordnung auf dem Intervall [a, b]

m | Name Stiitzstellen £; | Gewichte c; D < @)
0 | Rechteckregel 0 1 O(h?) 1
0 | Mittelpunktsregel | 3 1 B3 o o] 2
1 | Trapezregel 0,1 %, % h3 : 31 oo J[e,d] 2
2 | Simpsonregel 0,%,1 %,%7% (5) *Hf ”oo[cd] 4
3 | 2-Regel 0,1,2,1 $.3. 2,5 (530D 4
4 | Milne-Regel 0,%,%,%,1 %,g—g,%,%,% (%) Hf )|| sofed] | ©

Fiir m > 6 werden die Formeln numerisch unbrauchbar, wegen negativer Gewichte (¢; zum Teil
< 0) besteht die Gefahr der Ausloschung.
Beachte, dass die h—te Potenz im Restglied fiir m und m + 1 gleich ist, falls m gerade ist.

Nun zur wiederholten Anwendung der Newton-Cotes-Formeln:
Unterteile dazu [a, b] in Teilintervalle [t;_1,t)] mit t; = a + kh und h = 22,

Beispiel 8.2.5.
Die Anwendung der Simpsonregel (d.h. quadratisches Interpolationspolynom) auf jedem Teilin-
tervall [c,d] = [tx—1,tk], k = 1,...,n liefert die summierte Simpsonregel

b

R(h) = / f(z)dz + Ey(f)

a

1 t+t 1 t+t 1
0+l Llzy

Rt = h (G000 + A0 4 0+ 51 g

5 flte)+...+ éf(t,ﬂ)

und
4

h
En(D)] = 1R = T(F)] £ 505 (6= )l F DVl o
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8.3 Die Euler-MacLaurinsche Summenformel

Zur Abschétzung des Diskretisierungsfehlers bei den Newton-Cotes-Formeln wurden die Identi-

taten

h%( / f(z)dx + fﬁ(g) ,  &€le,d (Trapezregel)

verwendet, die iiber die Taylorentwicklung hergeleitet wurden.

Diese sind Spezialfille der Euler-MacLaurinschen Summenformel. Dazu werden Bernoullizahlen
benétigt, die wiederum iiber Bernoullipolynome definiert werden.
Zunéchst setzen wir [¢,d] = [0, 1].

Bemerkung 8.3.1. Die Folge von Polynomen {Bk(x)}kzo definiert durch

Bo(.fv)::1
Bie) = v
1\x .—.7}—2
1
B2($)::$2_x+6
3 1
Bs(x) := 13 — §$2 + 2%
1
By(z) :=a* — 223 + 22 — —

30
heiflen Bernoulli-Polynome. Sie sind allgemein durch die Rekursion
By 1(z) = (k+1)By(z), k=1,2,...
definiert, die B;y1 allerdings nur bis auf eine Konstante festlegt. Diese ist so gewdhlt, dafl
Bok11(0) = Bo41(1) =0, k>0

Weiterfiihrendes zu Bernoullipolynomen findet man in [S].

Man nennt By, := By (0) Bernoullizahlen, die ungleich Null fiir gerades k& > 1 sind.

1 1 1 1
By=1, By=-, By=—-——, Bsg=—, Bg=-——
0 ’ T 6 ‘ 30’ VDY s 30

Lemma 8.3.2 (Euler-MacLaurinsche Summenformel). Es gilt fiir g € C**72([0, 1])

1 s
[ oteyar = £ 8D 5 B (gerno) - g (0)) - L0, e 0.1,
0 —1 ! !

Beweis: (Vollstandlger Beweis zu finden z.B. in [9])
Forme fo x) dx sukzessive durch partielle Integration um und verwende die Rekursionsformel
flir Bernoulhpolynome folgendermafen

1

/019(1’) de = /OlBo(ar)g(x) dr = {B1(m)g(a:)}0 — /0131(3:)9’(510) da

= [Bi@sa)] - [3B:0)] -} [ B e

0 0
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Nun leiten wir die Darstellungen fir fo x)dz und daraufhin fir f f(x)dx her, welche uns
Zugang zu Extrapolationsverfahren Verschaffen A
Die Wiederholte Anwendung von auf Integrale le und Summation tiber i = 1,...,n liefert

nun

/Ong(x)dx_Z/llg(x)dﬂ?—g(Qm+g(1)+...+g(n—1)+g(2m
i=1 "~

+3 @ (gm-”(m N E0)

(8.3.3)
By ) )
282—:—; ' 2s+2) ’ & c (Z N 1’ 1)
Bas o s
=...— ﬁng(Q +2)(€)7 £€(0,n),

denn

min (532(6)) < 3 g2 () < max (574 ()

(2

und damit gibt es fiir ein stetiges ¢>*+?) ein & € (min;(&;), max;(&;)) mit
g () = L¢P (&).

Fiir ein beliebiges Intervall [a, b] mit dquidistanten Bruchstellen ¢, = a+kh, k = bT,
leite die Summenformel [8.3.3 mittels Variablensubstitution wie folgt her. Setze g(x)
und folgere

o fpo@)de = [ fla+ah)de = Jerrh=b gy dt — L pb ey g

o ¢¥)(z) = f®)(a+zh)h*, k>0

g(1) + ...+ g(n —1) + G = 1) +f(a+h)+f<a+2h) e (ORE
= +T(k), wobei T(h) = R(h) die Tmpezsumme aus ist.

Damit ergibt sich aus|8.3.3| insgesamt

b
}ll/ f(t)dt +E BQk 2k~ 1( FE1) () _f(2k—1)(b))
_(i?_s:s)!nhkmf 25+2)(€)’ ¢ (a,b)

oder noch etwas umgeschrieben mit A und 7'(h) auf der linken Seite und Vertauschen von f(a)

und f(b)
/f dt—i-z BQk ( Qkfl)(b) _f(Qkfl)(a))

% V2542 £(25+2)
* (2s+2)!(b )b &), &€(ab)

(8.3.4)

Beachte: Dies ist eine Entwicklung der Trapezsumme nach Potenzen von h. lasst sich auch
schreiben als
T(h) = 1o + m1h? + 72h* + ... + tsh* + g1 (R)R2 T2 (8.3.5)
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wobei
b
mi= [ Fiedt=1(5)
= o (100 - 1 @)
i (h) = G b= @) AR, €= ) € (o)
mit

(8.3.6)

o0

Bag s
awsa(h)] < | 20— ) 172542

fiir alle b = =2,

Entwicklungen der Form [8:3.5 bei denen die Koeffizienten 7; unabhéngig von h sind und das
Restglied unabhéngig von h beschrénkt ist, heiffen asymptotische Entwicklungen.

Fiir h = 0 liefert 7'(h) das gewiinschte Integral

b
T(0) = 70 = / (1) at

Als néchstes wird anhand der asymptotischen Entwicklung fiir die Trapezsumme [8.3.5] gezeigt,
wie man die Genauigkeit verbessern kann.

8.4 Extrapolation

Die Extrapolation ist ein wichtiges Prinzip der Numerik und liefert eine allgemeine Methode zur
Verbesserung der Genauigkeit.

Im Fall der numerischen Integration lasst sich dies wie folgt fiir die Trapezregel anwenden.
Erinnere: Zur Berechnung von f; f(z) dz liefert die Trapezsumme

T(h)=nh <@ + fla+h)+...+ f(b—h)+ @) 8.1.3/eine Approximation der Ordnung O(h?).

Andererseits besitzt die Trapezsumme T'(h) eine asymptotische Entwicklung falls f €
C#*2([a, b]):
T(h) —T0 = 7'1h2 + T2h4 + 7'3h6 + ...+ T5h25 + O(h28+2) (8.4.1)

Idee: Zur Verbesserung der Genauigkeit;:

e Betrachte T'(h) fiir Schrittweiten hg = h, hy = %, ho = %, v hy = 2%

e Bilde aus T'(ho), T(h1),T(h2), ..., T(hy) ein Interpolationspolynom in h?, welches dann in
h = 0 ausgewertet wird. Das Verfahren heift deshalb ,Extrapolation®, da h & {hg, ..., hm}.

Betrachte und wende das obige Verfahren durch Bildung von T' (%) an.

2 26 92s
~~ ~~~

Ep) =73 =75

h S
T<>—7-o=2h2+ b SRS B O )
~~

Eliminiere den h?-Term durch Multiplikation mit % und Subtraktion des %—fachen von

<§T <Z> - ;T(h)> S I(f) = Aoht 4 FhO 4 (8.4.2)
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Man sieht, daf durch einfaches Kombinieren von Trapezsumme beziiglich A und % die Genaugkeit
auf h* steigern lisst.

Die Annéherungsformel
Ty (h) = §T<Z> _ éT(h) (8.4.3)
lasst sich auch wie folgt erklaren: Man bestimmt das lineare Interpolationspolynom der Funktion
T(WVzr)=1+nz+...+72° + 0@, >0
zu den Punkten (h?,T'(h)) und ((%)2,T(%)>

h\? T(h) —1(n)
h?, (2> ) (z) = T(h) + (gf)Q_m(x — h?)

P(T(\/)

und es gilt P(h2) = T(k) und P((4)*) =T (4).

Werte P an der Stelle z = 0 aus, da wir 7°(0) extrapolieren wollen:

P(T(\ﬁ) R, (Z)Q) (0) = T(h) + W(o 12
1+ (1(3) - 70) 3
- g‘T(’;) - éT(h) — Ty (h)

Fiihre nun die obige Idee weiter mit der Gleichung [8:4.3] Es gilt nach [8.4.2]
Ti(h) — I(f) = #2h* + ... + Fh* + O(K*1?)

h . h4 . h25
T <2> —I(f) =g+ -+ + O(h*2)

Multipliziere die erste Gleichung mit % und ziehe sie vom %—fachen der zweiten Gleichung ab:

1—? <T1<;L> —I(f)> - % (Ty(h) = I(f)) I O

16 h 1 .16 2542

Folglich hat

einen Fehler der Ordnung O(h%).
T5(h) lasst sich wie T7(h) tiber Extrapolation erklaren, d.h. es gilt

h?, <Z>2 <Z>2> (0) = Ty (h).

Ty(h) ist die Auswertung an x = 0 des quadratischen Interpolationspolynoms von T'(y/%) an den
Stiitzstellen h2, (%)2, (%)2.

P(T(\/)
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Allgemeines Schema: Sei h eine feste Anfangsschrittweite (z.B. h = b — a). Definiere

h .
Tio ::T(2i>, i=0,1,2,...

VT — T
] 4] o 1 ’

(8.4.4)

i=12,... 1>j

Diese Rekursion lédsst sich in Form des Romberg-Schemas (50er Jahre) bildlich darstellen.

T(h) = Too
N\
T(4)=To — T
N\ hN
T(%) =T — Tox — Too
AN AN ¢
T(8)=Ts0 — T31 — Tso — Tsg
N AN ¢ N
T(zis) =Ts0 — Tsp — Tso — Tss ... — Tss

Dieses Schema ist so angelegt, daf der Fehler in der j-ten Spalte von der Ordnung O(h?7) ist.
Folglich liefert T} s eine Approximation fiir I(f) von der Ordnung O(h?*).

Zur praktischen Durchfiihrung des Extrapolationstableaus [8.4.4

Man muss T(h),T(%) ,T(%) yee ,T(Q%) berechnen. Greife dabei auf schon berechnete Werte
zuriick.

Beispielsweise fiir h = b —a gilt T'(h) = h (@ + @) und es folgt
T(3) =3 (4l + )

Praktisches Problem: Oft weiff man nicht im Vorhinein, wie s zu wéhlen ist, damit das Inte-
gral mit gewiinschter Genauigkeit approximiert wird. Anderenfalls kdnnte man zuerst alle Funk-
tionswerte f (a + 2%) berechnen, die in T (2%) auftreten, und dann ,yon fein auf grob arbeiten*.
Stattdessen berechnet man einige Spalten des Tableaus und priift etwa |T;_1 ; — T; ;| < ec, wobei

c eine grobe Naherung fiir ff\ f(z)|dz und € > 0 beliebig klein ist.

Weiterfithrende Informationen findet man beispielsweise in [DH].

Bemerkung 8.4.5. Das Rombergschema beruht auf der jeweiligen Halbierung der Schrittweite,

also ho =b—a,h1 = %, ho = %, .... Diese nennt man die Rombergfolge.
ho

..., die man

Es gibt auch andere Folgen, wie beispielsweise hy = b — a,h; = %,hg =
Bulirschfolge nennt.

Der Vorteil der Bulirschfolge gegeniiber der Rombergfolge ist die Tatsache, daf$ die Rechenarbeit
zur Auswertung von f wdhrend der Berechnung nicht so schnell ansteigt, man aber den Fehler
auch nicht zu stark erhoht.

Bemerkung 8.4.6. Der Ausgangspunkt fir das Extrapolationsscheme war die Existenz einer
asymptotischen Entwicklung [8-4-1 FEine Verallgemeinerung auf andere Situationen ist maglich,
z.B. mit numerischer Differentiation oder gewissen Diskretisierungsschemata bei gewdhnlichen
Differentialgleichungen. Néheres hierzu und eine Fehlerabschdtzung findet man in [S] und [DHJ.
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8.5 Gaufi-Quadratur

Bei Newton-Cotes-Formeln ({8.2.4) entsprechen sich im Wesentlichen der Grad der Exaktheit
(d.h. bis zu diesem Grad werden Polynome exakt integriert) und die Anzahl der Stiitzstellen ¢;.
Diese wurden willkiirlich dquidistant gewéhlt.

Kann man durch geschickte Wahl der Stiitzstellen §; und der Gewichte ¢; den Exaktheitsgrad
erhohen?

Zunéchst hat man bei Newton-Cotes-Formeln 2m + 2 Freiheitsgrade, namlich xo, ..., z,, Stiitz-
stellen und cg, . . ., ¢, Gewichte fiir ein Interpolationspolynom vom Grad m und den Exaktheits-
grad m oder m + 1 auf [c,d].

Sei nun

e w=w(z) > 0 eine feste Gewichtsfunktion auf [c,d] C R

d
e (f,g) = Jw(t)f(z)g(x)dx ein zugehdriges gewichtetes Skalarprodukt

c

e {P;}r>0 eine Folge von Polynomen, wobei P}, exakt vom Grad k ist, die

d
(P, Pj) = /w(m)PZ(x)Pj(x) de =0 firi#j (8.5.1)

c

erfiillen (Orthogonalpolynome bzgl. w iiber [c,d]).

Satz 8.5.2.
Zu beliebigem m € N existieren eindeutige, paarweise verschiedene Stiitzstellen zg, ..., Z,, mit
c=x0 < x1 < T2 < - < Iy = d und eindeutige Gewichte wy, ..., wpm, sodak

d

S wif(e)) = [ fa)do+ B(F) (8.53)
=0

c

mit E(f) = 0 fir alle f € Poy,41 gilt, das heifst, die Quadratur ist exakt vom Grad 2m + 1.

Genauer gilt: Die z; sind die Nullstellen des (m-+1)-ten Orthogonalpolynoms Py, 1 bzgl. w und

k=0
k#j
N———

Lagrange-
Fundamentalpolynome

d
m
Wy = /W(l‘) H 5] _J;kk dx > 0.
(&

Beachte, dass eine geschickte Wahl der Stiitzstellen und Gewichte grob eine Verdopplung des
Exaktheitsgrades erlaubt.

Beweis: Ein Beweis dieses Satzes findet sich in [S] (Satz 3.5.12). n

Erinnere nun aus Beispiel [8.1.1{ und (8.2.1)) an die
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Eigenschaften von Orthogonalpolynomen

(i) Zu jedem Skalarprodukt mit Gewichtsfunktion w bzgl. [¢,d] gibt es eindeutig bestimmte
Orthogonalpolynome mit fithrendem Koeffizienten 1 (d.h. Py(t) = 1-tF +...).

(ii) Das Orthogonalpolynom Py (vom Grad exakt k) hat genau k einfache Nullstellen
k—1
c<wm<d,i=0,...,k—1. Daraus folgt Py(z) =1- [] (x — x;).
1=0

Berechnung von Orthogonalpolynomen

Zur Erinnerung: Py, die Menge der Polynome von maximalem Grad N auf [c,d], besitzt eine
Basis u;(z) := 2%,i = 0,...,N. Setze || - | := (-,-). Der Algorithmus fiir das (Gram-)Schmidt-
Orthonormalisierungsverfahren zur Berechnung von Orthogonalpolynomen ist:

_ _Uuo(z) G i =
(@) = e W= b
7—1
vi() = wi(m) = Y (op, u)up(),
k=0
vi(x) = 17,(3:) .
i) 5: ()|

Motivation hinter der Gauf$-Quadratur

Die Gauf-Quadratur mithilfe von Orthogonalpolynomen spielt in der Stochastik eine grofte Rolle.
Dies verdeutlichen wir anhand eines Beispiels aus der Finanzmathematik:

Beispiel (Unsichere Auszahlung). Sei eine unsichere Auszahlung X als Zufallsvariable model-
liert. Hiufig wird eine Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 angenommen, die
wir als

X ~ N(0,1)

notieren.
Fiir die Approzimation des Erwartungswerts

E[X] = / Ho(t) dt
R
mit Dichte

() = \/127 exp<—”‘;>

eignet sich die Gauf-Quadratur. Denn als Gewichtsfunktion kann die Dichte w(x) herangezogen
werden.

Die entsprechenden Orthogonalpolynome { Py }ren,, welche orthogonal beziiglich des gewichteten
Skalarproduktes

(1) 1= [wla)f(@)g(e) da
sind, sind die Hermitepolynome Ho(z) =1, Hy(z) = x, Ho(z) = 2% — 1, ... mit

(Hi(z), H;(x)) = V27165
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Analog lassen sich hohere Momente

oder die Varianz

effizient numerisch approximieren.

Entsprechende Orthogonalpolynome, Gewichtsfunktionen und Werte ihrer Skalarprodukte sind
fiir die gingigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen bekannt. Sie sind in dem sogenannten Askey-
Schema zusammengefasst [AW].

Die folgende Tabelle bietet einen Uberblick der wichtigsten Fille (mit || - || := (-,-) aus (8.5.1))
Verteilung | Polynome | Gewicht w(x) | Pl Triger [c, d]
Gauk— Hermite \/%e_% V2mj! (—00, )
Gamma— | Laguerre | % ™” F(jtliﬁfrl)&j [0, 00)
Beta— Jacobi (1—2)*1+2)%|... [—1,1]
Gleich— Legendre | 1 ﬁ [—1,1]
Bemerkung.

e Durch geeignete Skalierung kann ein anderer, gewiinschter Trager erzielt werden.
e Die Exponentialverteilung ist ein Spezialfall der Gammaverteilung mit o = 0.

e Fiir diskrete Verteilungen, z.B. Poisson— und Binomialverteilungen, sind ebenfalls (diskrete)
Orthogonalpolynome bekannt, die jedoch selten Verwendung finden.

e In der Physik werden eher Hermitepolynome verwendet, die orthogonal beziiglich e~ sind.

Bemerkung. Fiur die hochdimensionale Integration mancher Probleme aus der Finanzmathe-
matik wie etwa in Beispiel [I.1] bendtigen wir fiir die Berechnung von Erwartungswerten mit nor-
malverteilten Zufallsvariablen das Gewicht w(x) = exp(—%) als Dichte der Normalverteilung.
Diesen Fall bezeichnet man ebenfalls in diesem Zusammenhang als Gaufs-Hermite- Quadratur, die
zugehorigen Quadraturformeln bezeichnet man gemaf Satz[8:5.9 dann z.B. als Gauf-Hermite-
Quadraturformeln.

Zwei Spezialfidlle von Orthogonalpolynomen

Legendre-Polynom:
Lo o L. 3 1 4 2
Py(x) =1, Pi(z) =z, Py(x) = 5(31‘ —1), P3(z) = 5(5$ —3z), Py(z) = §(35x —30z°+3).

Hermite-Polynome:

Ho(z) =1, Hi(z) = 20qz, Ho(x) = ap(4a® —2), ...

. I, gy—1 1
wobei o :=272(j!) 27 4.
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8.6 Schwierige Integranden

Bei den bisher diskutierten Methoden zur Berechnung von

/abf(x) dz

treten Probleme auf, wenn der Integrand folgendermafien ist:

e f unstetig: Wenn die Unstetigkeitsstellen bekannt sind, unterteile das Integral dort. Wenn
nicht und wenn diese nicht mitbehandelt werden, kommt es zu keiner Konvergenz oder
falschen Ergebnissen. Hier bieten sich adaptive Quadraturverfahren an, die in [DH| behan-
delt werden.

o f Nadelimpuls, ,cusp®: Hierbei versagt jedes Quadraturprogramm, sofern die Spitze genii-
gend schmal ist.

o [ schwach singulir, d.h., f) existiert nicht fiir ein oder mehrere k. Dies gilt z.B. fiir
f(t) =t"%(t) mit @« > =1, a # 0, g(t) € C*=.

Beispiel. Betrachte das Integral
/ Vtcos (t)dt.
0

Die Ableitung f'(t) = % + Vt(—sin (t)) hat eine Polstelle bei t = 0.

Bei solchen Integranden werden adaptive Quadraturverfahren extrem langsam; nichtadapti-
ve liefern falsche Ergebnisse. Manchmal ist es méglich, die Singularitit durch Substitution
zu beseitigen:

v

dt 4
s=Vt=s=t, = 2s, / Vtcos (t) dt = / scos (s?)(2s) ds.
0 0

e Faustregel: Weif man nicht, ob f glatt ist, muss die Quadraturmethode sorgfiltig gewéhlt
werden.

8.7 Zweidimensionale Integration

Quadraturformeln auf dem Einheitsquadrat [0, 1]?, bzw. dem Einheitssimplex

A = {xl,xg € [0,1] ‘xl + 29 < 1} c 0, 1]2, lassen sich mittels affiner Transformationen auf
beliebige Rechtecke bzw. Dreiecke anwenden, da affine Transformationen den Grad der Exaktheit
erhalten.

8.7.1 Integration iiber das Einheitsquadrat

Zur Berechnung von
1,1
1) = [ [ oty

kann man in jede Richtung die Newton-Cotes-Formeln einsetzen (Tensorproduktansatz) mit
lc,d=[0,1],h=d—c=1,2;=+,y;=2,i=0,...,m, j =0,...,m und folglich

[(f) ~ h2 Z Z Ciij(.%'i, yj) = Im.
=0 7=0

Man kann dann zeigen, dafs I,,, exakt fiir alle Polynome p € span {azklka }0 < Ky, ko < m} ist.
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8.7.2 Integration iiber das Einheitsdreieck

Diese Quadraturformeln sind besonders bei der Losung partieller Differentialgleichungen mit
finiten Elementen (stiickweisen Polynomen auf Dreiecksgittern) von Bedeutung.

Aufgabe. Finde Quadraturformeln, sodaf auf A alle Monome der Form x*1y*? mit 0 < ky, ko
und k1 + ko < m exakt integriert werden.

Beispiel. Quadraturformeln mit Exaktheitsgrad 1:
1.Q(f) =31 (53)
2. Q(f) =5 [£(0,0) + f(1,0) + f(0,1)]

Quadraturformeln mit Exaktheitsgrad 2:

L.Q(f) =5
2. QU =5 f(

8.8 Hochdimensionale Integration

Aufgabe 8.8.1 (Finanznumerik). Numerische Berechnung von

1 1

/ f(m)dx:/ -"/f(xl,...ja:d)dxl...da:d
[0,1]¢ 0 0
N———

d-mal

mit f:[0,1]¢ — R als gegebene multivariate Funktion und Raumdimension d > 1.

Motivation: Problemstellungen in der Finanznumerik

e Mortgage-Backed Securities (MBS, durch Hypotheken gesicherte Wertpapiere) typischer-
weise mit d = 256

e Bewertungen pfadabhéingiger Optionen typischerweise mit d = 2'°, wobei d die Anzahl der
Zeitschritte ist.

Idee: Wende fiir d > 1 die eindimensionale Quadraturformel in jeder Raumdimension an.
Auswertung des Integranden z.B. mit der Trapezregel an N = 2¢ Stellen.

Problem: Fiir d > 1 (z.B. d = 256) ist N = 2256 ~ 1.2 - 107" und damit das Integral praktisch
unmoglich zu berechnen.

Wichtig fiir die Giite der Approximation ist die Kenntnis iiber Quadraturfehler.

Klassische Quadraturformeln wie die Newton-Cotes-Formeln aus den Abschnitten und
mit Polynomen vom Grad r — 1 in jeder Raumdimension liefern die Fehlerabschatzung

d 1 X
oy ey > aif(z) S N7 (8.8.2)
’ i=1
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(Trapezregel: Fiir d = 1 ist r = 2, also folglich der Fehler < N~2)
Problem: Diese Fehlerabschétzung (8.8.2)) ist unbrauchbar fiir d > 1 (aufer bei der Wahl r = d,

was allerdings fiir grofe d eine Approximation mit einem stark oszillierenden Polynom bedeuten
wiirde).

Alternative: Monte-Carlo-Methoden (MC-Methoden)
Verwende anstelle fest gewéhlter Stiitzstellen Zufallszahlen z; wie in (8.8.2) und approximiere

N

! 1
| r@yae~ 5301z

=1

Die Fehlerabschatzung wird unabhéngig von der Raumdimension d und es gilt:

1 N
(@) de = 3 S SN

[0,1]¢

fiir eine wachsende Anzahl N von Stiitzstellen.
Die Fehlerreduktionsrate ist jetzt zwar konstant, aber mit % sehr langsam.

Fiir weiterfiihrende Literatur iiber die vor allem in den letzten Jahren entwickelten sogenann-
ten Quasi-Monte-Carlo-Methoden und Multilevel-Monte-Carlo-Methoden seien [DKS| und [G]
empfohlen.



Notationsverzeichnis

Allgemein
N Menge der natiirlichen Zahlen
Z Menge der ganzen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
C Menge der komplexen Zahlen

-l Beliebige Norm auf R™ oder Operatornorm fiir Matrizen, siehe
|-l Unendlichnorm, siche , oder Maximumsnorm fiir Matrizen, siche
| -1l;  siehe[2.1.15b
|-l siehe[2.1.15b
3 Kronecker-Delta
CF(K) Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf K
On(R) Menge der Orthogonalmatrizen, siehe

o() Landau-Symbol, siehe Definition ([1.4)

o(+) Landau-Symbol, siehe Definition (1.5)

= In 1. Néherung, siehe ml)

Vf Gradient von f, siehe (2.1.9
Df(x) JAcoBI-Matrix, siehe (2.1.15

Kapitel 2
Krel Relative Kondition, siehe 1D
Kabs Absolute Kondition, siche lb
k(A) Kondition der Matrix A, siehe (2.1.17)
Es(x) Menge der Eingabedaten in einer 6—Umgebung von z, siehe
Lya1(9) Lipschitz-Konstante der Kondition, siehe
fi(z) Reduktionsabbildung, siehe

M(b, m, emin, €max) Menge der im Rechner darstellbaren Gleitkommazahlen, siehe 1)

eps Relative Maschinengenauigkeit, siehe 1}
22.0)

€ Absolute Maschinengenauigkeit, siehe (

Kapitel 3

)y HOUSEHOLDER-Transformation, siche l)
G;r GIVENS-Rotation, siehe (3.7.22)

pir ~ Codierung einer GIVENS—Rotation, siehe (|3.7.32)

Kapitel 4

1.y Orthogonal beziiglich Skalarprodukt (-, -), siche (4.3.5)
At Pseudoinverse von A, siehe (4.4.5))
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Kapitel 6
x; Stiitzstelle, siehe 1}
F' Menge der linearen Funktionale auf einem Funktionenraum F, siehe ([6.2.1))
Vi VANDERMONDE-Matrix, siehe (6.2.6))
Pn Raum der Polynome vom Grad n, sieche (|6.2.5)

[0, ..., 2] f Dividierte Differenzen der Ordnung n von f, siehe (6.3.14)

Kapitel 7
11, Polynome der Ordnung hochstens k, entspricht Pp_q
A={r fié Gitter mit ¢ + 2 paarweise verschiedenen Knoten 7;, siche 1’
Sk.A Splineraum, siehe (|7.2.2))
(x — Ti)’_fl Abgebrochene Potenz, siehe (|7.2.3a))
Xriyriin) (T) Charakteristische Funktion auf [, 7;11)
Nix(z) B-Splines der Ordnung k, siehe 1}

T = {91}?21]"’ Gitter mit erweiterten Randbedingungen, siehe 1)
7.3.10)

Ni(T) = N Lineares Erzeugnis der B-Splines auf T', siehe (
Il B-Spline-Koefhizienten, siche ([7.3.13))

)

Kapitel 8
I(f) Integral iiber f, siehe (8.0.1])
P(f|xo,...,xm)(z) Interpolationspolynom vom Grad m, siehe
P, Polynome vom Grad m, siehe
I, (f) Approximation an I(f) vom Grad m, siehe (8.2.1)
By(x Bernoullipolynome, siehe
By, := By (0) Bernoullizahlen, siehe
T(h Trapezsumme mit Schrittweite h, siehe

)
w(x) Gewichtsfunktion, siehe 1}
(f) Quadraturformel fiir f, siehe
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